
 

 

—— 回归分析 —— 
线性回归的数学、统计观点 

回归是一种有监督学习 

好像想说些什么，好像又什么也说不出口。 

 

——Arthur 
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高斯-马尔可夫定理： 

完整来说有五个假定条件： 

• 假定 SLR.1: 线性于参数，即要求回归参数 𝛽𝑖  皆为常数以保证模型的线性. 

• 假定 SLR.2: 随机抽样，即样本必须是以某种方式随机抽样得到的. 

• 假定 SLR.3: 解释变量的样本有波动，即没有自变量是常数，没有自变量之间具有

完全共线性. 

• 假定 SLR.4: 零条件均值，即误差的条件期望应为零且不受自变量的影响. 

• 假定 SLR.5: 同方差性. 

定理内容为，没有多重共线性情况下，若误差项满足零均值、同方差、不相关，这时 OLS

就是 BLUE，而不需要误差独立同分布于正态分布，这个条件太强，这个的证明思路为

设 𝒂𝑇𝒚 是 𝒄𝑇𝜷 的任意一个线性无偏估计，有： 

‖𝒂‖2 = ‖𝒂 − 𝒄(𝑿
𝑇𝑿)−1𝒄 + 𝒄(𝑿𝑇𝑿)−1𝒄‖2 

                    = ‖𝒂 − 𝒄(𝑿𝑇𝑿)−1𝒄‖2 + ‖𝒄(𝑿
𝑇𝑿)−1𝒄‖2 + 2𝒄

𝑇(𝑿𝑇𝑿)−1𝑿𝑇(𝒂 − 𝑿(𝑿𝑇𝑿)−1𝒄) 

  =①+②+③ =①+
𝑉𝑎𝑟(𝒄𝑇𝜷)

𝜎2
+ 0 

           ⇒ ∀𝒂𝑇𝒚  𝑠. 𝑡. 𝔼(𝒂𝑇𝒚) = 𝒄𝑇𝜷，都有𝑉𝑎𝑟(𝒂𝑇𝒚)≥𝑉𝑎𝑟(𝒄𝑇𝜷)， 

                         当且仅当 𝒂 = 𝑿(𝑿𝑇𝑿)−1𝒄 时等号成立. 

当误差服从正态分布时，截距项与回归系数向量的 OLS 与 MLE 等价，而且在 Cramér–

Rao 下界的意义下是渐进有效的；当误差独立同分布时，截距项与回归系数向量的 OLS

与广义矩法估计等价，他们都为 �̂� = (𝑿𝑇𝑿)−1𝑿𝑻𝒚，但随机误差的方差的 OLS 与 MLE

不同，这时 MLE 有偏，而以自由度 𝑛 − 𝑝 为分母的 OLS 才是无偏的. 

                                           �̂�𝑀𝐿𝐸
2 =

1

𝑛
∑�̂�𝑖

2

𝑛

𝑖=1

=
𝑅𝑆𝑆

𝑛
 

                                           �̂�𝑂𝐿𝑆
2 =

1

𝑛 − 𝑝
∑�̂�𝑖

2

𝑛

𝑖=1

=
𝑅𝑆𝑆

𝑛 − 𝑝
 

                                           𝑅𝑆𝑆 = 𝜺𝑇𝜺 = 𝒚𝑇𝒚 − �̂�𝑇𝑿𝑇𝒚，其中 �̂�𝑇𝑿𝑇𝒚 为回归平方和 

事实上只要满足前四条假设，截距、回归系数的 OLS 就一定是无偏的；除了无偏性，

若误差项还满足第五条假设即同方差，则进一步地有： 

𝐶𝑜𝑣(�̂�|𝑿) = 𝜎2(𝑿𝑇𝑿)−1 

而如若还有 𝜺 ~ 𝑁𝑛(𝟎, 𝜎
2𝑰) 即误差独立同分布于正态分布，那么： 

i �̂� ~ 𝑁𝑛(𝜷, 𝜎
2(𝑿𝑇𝑿)−1) 

ii 
𝑅𝑆𝑆

𝜎2
 ~ 𝜒2(𝑛 − 𝑝) 

iii �̂� 与 𝑅𝑆𝑆 相互独立 
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线性回归中一般考虑 OLS 而非 MLE（有些情况下他们是等价的），这是由问题的假设

条件决定的，这样的情况下 MLE 准则下的损失函数反而不是凸函数，使用优化策略、

优化算法时可能陷入局部最优解，而 OLE 在高斯-马尔可夫定理的条件下对于线性回归

是一个凸优化问题，再加上 OLS 在我们的假定下具有上述诸多良好性质，我们考虑 OLS

而非 MLE；但在逻辑斯蒂回归中我们却应用的是 MLE、以交叉熵作为损失函数，这个

问题我在分类数据分析的总结归纳中讨论过了. 

------------------------------------------------------------------------------- 

 

OLS、正则方程与帽子矩阵：普通最小二乘估计 

模型 𝒚 = 𝑿𝜷+ 𝜺 的偏差为 𝜺 = 𝒚 − 𝑿𝜷，将偏差向量模的的平方 

ℒ(𝜷) = 𝜺𝑇𝜺 = ‖𝒚 − 𝑿𝜷‖2
2 = (𝒚 − 𝑿𝜷)𝑇(𝒚 − 𝑿𝜷) 

作为损失函数，令 ℒ(𝜷) 的矩阵偏导为 0 得到方程组 𝑿𝑇𝑿𝜷 = 𝑿𝑇𝒚，称为正则方程，正

则方程有唯一解析解的充要条件为 𝑿𝑇𝑿 满秩（𝑿列满秩、没有复共线性），他的解就是

OLS，�̂� = (𝑿𝑇𝑿)−1𝑿𝑇𝒚，任意 𝜷 有 ℒ(𝜷)≥ℒ(�̂�)，这是由于： 

ℒ(𝜷) = ‖𝒚 − 𝑿�̂� + 𝑿(�̂� − 𝜷)‖
2

2
= ‖𝒚 − 𝑿�̂�‖

2

2
+ (�̂� − 𝜷)

𝑇
𝑿𝑇𝑿(�̂� − 𝜷) + 2(�̂� − 𝜷)

𝑇
𝑿𝑇(𝒚 − 𝑿�̂�) 

当且仅当 (�̂� − 𝜷)
𝑇
𝑿𝑇𝑿(�̂� − 𝜷) = 𝟎 取等. 

�̂� = (�̂�0, �̂�1, . . . ) = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛 �̂�0,�̂�1,...∑(𝑦𝑖 − �̂�𝑖)
2

𝑛

𝑖=1

= (𝑿𝑇𝑿)−1𝑿𝑇𝒚 

称 𝑯 = 𝑿(𝑿𝑇𝑿)−1𝑿𝑻 为帽子矩阵，易见 �̂� = 𝑿�̂� = 𝑿(𝑿𝑇𝑿)−1𝑿𝑻𝒚 ⇒ �̂� = 𝑯𝒚 = 𝑿(𝑿𝑇𝑿)−1𝑿𝑻𝒚. 

帽子矩阵是一个幂等矩阵；残差与帽子矩阵有非同寻常的关系，�̂� = 𝒚 − 𝑿�̂� = (𝑰 −

(𝑿𝑇𝑿)−1𝑿𝑇)𝒚 = (𝑰 − 𝑯)𝒚，进而有 𝑅𝑆𝑆 = �̂�𝑇�̂� = 𝒚𝑇𝒚 − �̂�𝑇𝑿𝑇𝒚；① 𝑯 = 𝑿(𝑿𝑇𝑿)−1𝑿𝑇 是

在由 𝑿 列向量张成的线性空间 𝜇(𝑿) 中的正交投影阵，② �̂� = 𝑯𝒚 是 𝒚 在 𝜇(𝑿) 上的投影，

③ �̂� = (𝑰 − 𝑯)𝒚 是 𝒚 在𝜇(𝑿)⊥ 上的投影. 

容易看出，损失函数 ℒ = RSS，考虑到𝑅𝑆𝑆 = 𝑛 ×𝑀𝑆𝐸，也可以说损失函数为 MSE. 最

小二乘法核心思想即最小化 RSS，为了方便求导后的表示也常常写作 
1

2
 RSS，效果是一致

的；虽然我们有计算公式 �̂� = (𝑿𝑇𝑿)−1𝑿𝑇𝒚，但由于维数灾难的存在使得数据量充分大

时求解困难、内存成本过高，通常用一些最优化算法迭代求数值解，这时 MSE 准则下

的求解问题为凸优化问题的优势就很明显了. 另外，MSE 准则作为综合了无偏性与有

效性（综合考虑偏差——一阶矩与方差——二阶矩）的一种评估办法本身也是可行的，

再加上 MSE 准则下得到的最小二乘估计在一定条件下的诸多优良性质，进一步说明了

为什么我们考虑最小二乘估计. 最小二乘法有非常多的证明方式，例如这里我们直接求

矩阵导数，还可以用更“代数”的方法：用欧氏空间的理论加以证明. 

一般 OLS 问题用梯度下降法、Nnewton-Raphson 法、BFGS 算法等算法，这属于最优化

理论，这里不做详细说明了. 

高斯-马尔可夫假设下最小二乘问题是凸优化问题： 

ℒ(𝜷) = ‖𝒚 − 𝑿𝜷‖2
2 = (𝒚 − 𝑿𝜷)𝑇(𝒚 − 𝑿𝜷)  

= 𝜷𝑇(𝑿𝑇𝑿)𝜷 − 2𝜷𝑇𝑿𝑇𝒚 + 𝒚𝑇𝒚 
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由于 𝑿𝑇𝑿 (半)正定，显然 ℒ(𝜷) 是关于 𝜷 的凸二次函数. 

 

可证明 OLS 的诸多优良性质：相合性，无偏性，有效性（方差最小的无偏估计），渐近

正态性；OLS 的多种变种估计也具有这些性质，后文会逐一提到，不再赘述. 

 

 

------------------------------------------------------------------------------- 

 

特别地，一元线性回归的 OLS： 

模型 𝑦𝑖 = 𝛼 + 𝛽𝑥𝑖 + 휀𝑖，两个参数的 OLS 用初等数学表达出来为 

{

�̂� = �̅� − �̂��̅�                   

�̂� =
∑𝑥𝑖𝑦𝑖 − ∑𝑥𝑖 ∑𝑦𝑖
∑𝑥𝑖

2 − 𝑛�̅�2
 

 

------------------------------------------------------------------------------- 

 

标准化（中心化）后的线性回归： 

以标准化为例，标准化操作可以消除量纲的影响、便于比较自变量之间一些数字特征差

异，如果仅对线性回归而言这不是必需的操作，但若涉及 PCA 和正则化的岭回归、Lasso

回归则标准化是有必要的，因为可以从理论上证明 PCA 的操作中越前的主成分越倾向

于赋予方差更大数据更多的权重，岭回归、Lasso 回归如果不进行标准化，正则化的操

作会带来更大的偏差. 

中心化令 𝑦𝑖 ← 𝑦𝑖 − �̅�、𝑥𝑖𝑖 ← 𝑥𝑖𝑖 − �̅�𝑖，最终只改变截距项 �̂�0 的值，相当于将模型平移至

原点处并得到了�̂�′0 = 0，而标准化中截距项、回归系数与残差都会改变，但对于线性回

归模型而言没有实质的变化. 

线性回归：𝒚 = 𝑿𝜷+ 𝜺 改写为 𝒚′ = 𝑿𝑠𝑡𝑑𝜷′ + 𝜺′，其中 
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𝒚′ =

(

 
 
 
 
 

𝑦1 − �̅�

�̂�𝑦2

𝑦2 − �̅�

�̂�𝑦
2

⋮
𝑦𝑛 − �̅�

�̂�𝑦2 )

 
 
 
 
 

，𝑿𝑠𝑡𝑑 =

(

 
 
 
 
 
1

𝑥11 − �̅�1

�̂�1
2

𝑥12 − �̅�2

�̂�2
2 ⋯

𝑥1,𝑝−1 − �̅�𝑝−1

�̂�𝑝−1
2

1
𝑥21 − �̅�1

�̂�1
2

𝑥22 − �̅�2

�̂�2
2 ⋯

𝑥2,𝑝−1 − �̅�𝑝−1

�̂�𝑝−1
2

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

1
𝑥𝑛1 − �̅�1

�̂�1
2

𝑥𝑛2 − �̅�2

�̂�2
2 ⋯

𝑥𝑛,𝑝−1 − �̅�𝑝−1

�̂�𝑝−1
2

)

 
 
 
 
 

 

记 𝑿𝑠𝑡𝑑  去掉第一列后为 𝑿′，最终有 

{ 
�̂�′0 = �̅�                                                          

(�̂�′1, �̂�′2, . . . , �̂�′𝑝−1) = (𝑿′
𝑇𝑿′)−1𝑿′𝑇𝒚′

 

𝑿′ 也是比较重要的一个矩阵，𝑿′𝑇𝑿′ 和一些多重共线性检验有密切联系，在后文会提到. 

 

------------------------------------------------------------------------------- 

 

拟合优度 𝑹𝟐 与修正后的拟合优度： 

总平方和 𝑆𝑆𝑇 =∑(𝑦𝑖 − �̅�)
2

𝑛

𝑖=1

=∑(�̂�𝑖 − �̅�)
2

𝑛

𝑖=1

+∑�̂�𝑖
2

𝑛

𝑖=1

= 𝑆𝑆𝑅 + 𝑆𝑆𝐸 

一般认为模型中能解释的部分为回归平方和 𝑆𝑆𝑅，而残差平方和 𝑅𝑆𝑆 也即 𝑆𝑆𝐸 是不能

解释的部分，因此定义取值范围在 0 至 1 的 𝑅2 =
𝑆𝑆𝑅

𝑆𝑆𝑇
= 1 −

𝑆𝑆𝐸

𝑆𝑆𝑇
 代表模型中 𝒚 变化能被

解释的比例，通常认为 𝑅2 越大模型拟合越佳，但由于自变量个数单纯地越多 𝑅2 也会越 

大（直观理解来是“参数越多模型拟合越好”，但注意参数过多会造成过拟合问题）因 

此只用 𝑅2 判断模型优劣是片面的，容易损失自由度，也可能会造成过拟合、重共线性 

性的问题（过拟合可以通过一些准则方法来减少参数解决，也可以增大样本量，在今天

大数据时代，大型深度学习模型常常有上百亿个参数）. 

因此提出新的指标：修正后的拟合优度，𝑅𝑎𝑑𝑗𝑢𝑠𝑡𝑒𝑑
2 = 1 −

  
𝑆𝑆𝐸

𝑛−𝑝−1
  

𝑆𝑆𝑇

𝑛−1

，但值得注意的是修正

后的拟合优度可能是大于 1 的. 

 

------------------------------------------------------------------------------- 

 

CLS：约束最小二乘估计 

𝑘 个线性约束 𝜶𝑘
𝑇𝜷 = 𝒃𝑘  记为 𝑨𝜷 = 𝒃，在这一组约束下约束最小二乘估计为 

                    �̂�𝒄 = �̂� − (𝑿
𝑇𝑿)−1𝑨𝑇(𝑨(𝑿𝑇𝑿)−1𝑨𝑇)−1(𝑨�̂� − 𝒃) 

                          = (𝑿𝑇𝑿)−1𝑿𝑇𝒚 − (𝑿𝑇𝑿)−1𝑨𝑇(𝑨(𝑿𝑇𝑿)−1𝑨𝑇)−1(𝑨(𝑿𝑇𝑿)−1𝑿𝑇𝒚− 𝒃) 



5 

 

考虑 Lagrange 乘子法证明. 

 

------------------------------------------------------------------------------- 

 

WLS：加权最小二乘估计 

WLS、GLS 都是为了处理异方差问题而提出的. 

WLS 用以处理误差不相关但不同分布的问题；GLS 用以处理误差相关的问题：可以讲

OLS 是 WLS 的特例，WLS 是 GLS 的特例. 对于高斯-马尔可夫定理的条件下的问题，

这些方法都应该得到相同的结果. 

换句话说，对于误差的协方差阵，非主对角线元素皆为 0 且主对角线元素全部相等，即

𝐶𝑜𝑣(𝜺) = 𝜎2𝑰 时是 OLS 能够处理的问题；非主对角线元素皆为 0 但主对角线元素不全

相等，即异方差但互相不相关，这时可以考虑 WLS；非主对角线元素不全为 0，这时是

GLS 处理的场景. 

如果模型设定是正确的，那么 OLS 和 WLS 方法都是一致的，但 WLS 或许更有效一些，

得到的估计的标准误 SE 更小一些；然而如果模型设定错误，OLS 和 WLS 就可能呈现

截然不同的结果，并且两者的估计结果都是错误的. 

损失函数：加权后的 RSS，或者讲加权后的 MSE（这时因为 OLS 无偏性）. 

ℒ =∑𝑤𝑖(𝑦𝑖 − �̂�𝑖)
2

𝑛

𝑖=1

 

容易知道 ℒ 也是凸函数，假设误差的协方差阵为 

𝛀 =

(

 

𝜎1
2 0 ⋯ 0

0 𝜎2
2 ⋯ 0

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 𝜎𝑛

2)

  

通常令 𝑤𝑖 =
1

𝜎𝑖
2，即权重矩阵 𝑾 = 𝛀−1， 

𝑾 = (

𝑤1 0 ⋯ 0
0 𝑤2 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 𝑤𝑛

) 

这时正则方程为 (𝑿𝑇𝑾𝑿)𝜷 = 𝑿𝑇𝑾𝒚（取单位权重即 𝑾 = 𝑰，WLS 完全等价于 OLS）. 

Alexander Aitken 证明了在损失函数——残差平方和加权最小（即残差平方的每一项乘

权重再求和最小）的情况下，如果权重取方差估值的倒数（即取权重矩阵为 𝑾 = 𝛀−1），

则估计为 BLUE. 

https://en.wikipedia.org/wiki/Alexander_Aitken


6 

 

�̂� = (�̂�0, �̂�1, . . . ) = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛 �̂�0,�̂�1,... ‖𝑾
1
2(𝒚 − 𝑿𝜷)‖

2
= 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛 �̂�0,�̂�1,...∑𝑤𝑖(𝑦𝑖 − �̂�𝑖)

2

𝑛

𝑖=1

 

   = (𝑿𝑇𝑾𝑿)−1𝑿𝑇𝑾𝒚 

估计参数的协方差满足 𝐶𝑜𝑣(�̂�) = (𝑿𝑇𝑾𝑿)−1𝑿𝑇𝑾�̂�𝑾𝑇𝑿(𝑿𝑇𝑾𝑿)−1，在取 𝑾 = �̂�−1 的

时候进一步有 𝐶𝑜𝑣(�̂�) = (𝑿𝑇𝑾𝑿)−1. 

关于置信限 Parameter confidence limits 

It is often assumed, for want of any concrete evidence but often appealing to the central limit theorem—see Normal 

distribution#Occurrence and applications—that the error on each observation belongs to a normal distribution with a 

mean of zero and standard deviation 𝜎. Under that assumption the following probabilities can be derived for a single 

scalar parameter estimate in terms of its estimated standard error 𝑆𝐸𝜷 (given here): 

68% that the interval �̂� ± 𝑆𝐸𝜷 encompasses the true coefficient value 

95% that the interval �̂� ± 2 𝑆𝐸𝜷 encompasses the true coefficient value 

99% that the interval �̂� ± 2.5 𝑆𝐸𝜷 encompasses the true coefficient value 

The assumption is not unreasonable when n >> m. If the experimental errors are normally distributed the 

parameters will belong to a Student's t-distribution with n − m degrees of freedom. When n ≫ m Student's t-

distribution approximates a normal distribution. Note, however, that these confidence limits cannot take 

systematic error into account. Also, parameter errors should be quoted to one significant figure only, as they 

are subject to sampling error. 

When the number of observations is relatively small, Chebychev's inequality can be used for an upper bound 

on probabilities, regardless of any assumptions about the distribution of experimental errors: the maximum 

probabilities that a parameter will be more than 1, 2, or 3 standard deviations away from its expectation value 

are 100%, 25% and 11% respectively. 

 

 

FWLS：可行加权最小二乘估计 

很多情况下 WLS 不可行，因为残差的协方差阵常常未知，并且对矩阵做有效估计是困

难甚至不可完成的任务，这时可以考虑在合理的假设下进行 FWLS. 

假设误差的方差不相等且未知但观测值之间并不相关，FWLS 需要做的是取合适的权

重，即针对未知的误差方差取合适的估计；FWLS 是迭代的过程，算法步骤为： 

（1）先计算 OLS �̂�0，得到残差 �̂� = 𝒚 − 𝑿�̂�0; 

（2）用一种方法构建第 𝑖 个协方差阵的估计 �̂�𝑖，记帽子矩阵 𝑯 = 𝑿(𝑿𝑇𝑿)−1𝑿𝑇，通常
可取的办法有： 

（a）�̂�𝑖 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(휀0̂
2, 휀1̂

2, . . . , 휀�̂�−1
2 ) 

（b）�̂�𝑖 = 𝑑𝑖𝑎𝑔 (
̂0
2

1−𝑯0,0
,

̂1
2

1−𝑯1,1
, . . . ,

̂𝑛−1
2

1−𝑯𝑛−1,𝑛−1
) 

（c）�̂�𝑖 = 𝑑𝑖𝑎𝑔 (
̂0
2

(1−𝑯0,0)
2 ,

̂1
2

(1−𝑯1,1)
2 , . . . ,

̂𝑛−1
2

(1−𝑯𝑛−1,𝑛−1)
2) 

（d）�̂�𝑖 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑙𝑜𝑔 휀0̂
2 , 𝑙𝑜𝑔 휀1̂

2 , . . . , 𝑙𝑜𝑔 휀�̂�−1
2 ) （这条暂时没有找到支持的文献） 

（e）�̂�𝑖 = 𝑰，这样的选择会使下一步得到的 WLS 等价于 OLS 

https://en.wikipedia.org/wiki/Central_limit_theorem
https://en.wikipedia.org/wiki/Normal_distribution#Occurrence_and_applications
https://en.wikipedia.org/wiki/Normal_distribution#Occurrence_and_applications
https://en.wikipedia.org/wiki/Normal_distribution
https://en.wikipedia.org/wiki/Ordinary_least_squares#Large_sample_properties
https://en.wikipedia.org/wiki/Student%27s_t-distribution
https://en.wikipedia.org/wiki/Degrees_of_freedom_(statistics)
https://en.wikipedia.org/wiki/Sampling_error
https://en.wikipedia.org/wiki/Chebychev%27s_inequality
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（3）以 �̂�𝑖  作为权重矩阵计算 WLS �̂�𝑖+1，�̂�𝑖+1 = (𝑿
𝑇�̂�𝑖

−1𝑿)
−1
𝑿𝑇�̂�𝑖

−1𝒚； 

（4）误差达到终止准则则输出结果 �̂�𝑖+1，否则更新残差，返回步骤 2，𝑖 ← 𝑖 + 1. 

对于中小样本量，可能 FWLS 没有 OLS 有效，不过大样本的异方差问题下 FWLS 优于

OLS，因此样本量不大的异方差问题可以稍加处理后或直接应用 OLS，不过此时 OLS

得到的回归系数协方差阵的估计不应该再被考虑. 

称 √𝑉𝑎𝑟(�̂�𝑗
∗) 为 White 稳健标准误，在 FGLS 可以推广至 HAC 稳健标准误. 

高斯-马尔可夫条件下一般对单个参数进行检验时考虑 t 检验，系数除其标准误应服从 t

分布，但异方差情况下这样检验效果可能有很大偏差，这时“异方差、不相关”的问题

应该应用 White 稳健标准误，“异方差、部分相关”的问题应该应用 HAC 稳健标准误，

如果存在分组应使用聚类稳健标准误：对每组的系数分别进行可行的最小二乘估计，根

号下方差即聚类稳健标准误. 

 

------------------------------------------------------------------------------- 

 

GLS：广义最小二乘估计 

“WLS、GLS 都是为了处理异方差问题而提出的. 

WLS 用以处理误差不相关但不同分布的问题；GLS 用以处理误差相关的问题：可以讲 OLS 是 WLS 的特例，WLS 是 GLS 的特例. 对于高斯-马尔可夫定理的条件下

的问题，这些方法都应该得到相同的结果.” 

称  𝚺−1 为精度矩阵，作为权重矩阵  𝑾 的推广；设异方差的形式为  𝔼(𝜺|𝑿) = 𝟎、

𝐶𝑜𝑣(𝜺|𝑿) = 𝜎2𝚺，𝚺 正定且已知，记 𝒁 = 𝚺−
1

2𝒚、𝑼 = 𝚺−
1

2𝑿、𝑬 = 𝚺−
1

2𝜺，则有模型： 

𝒁 = 𝑼𝜷+ 𝑬 

且有 

𝔼(𝑬|𝑿) = 𝟎，𝐶𝑜𝑣(𝑬|𝑿) = 𝜎2𝑰 

损失函数：残差向量的马氏距离 

ℒ = 𝜺𝑇𝚺−1𝜺 =
min
(𝒚 − 𝑿�̂�)

𝑇
𝚺−1(𝒚 − 𝑿�̂�) 

这时再对 𝒁 = 𝑼𝜷 + 𝑬 应用 OLS，得到原模型的 GLS： 

�̂�∗ = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛 �̂�0,�̂�1,...(𝒚 − 𝑿�̂�)
𝑇
𝚺−1(𝒚 − 𝑿�̂�) = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛 �̂�0,�̂�1,... 𝒚

𝑇𝚺−1𝒚 + �̂�𝑇𝑿𝑇𝚺−1𝑿�̂� − 2�̂�𝑇𝑿𝑇𝚺−1𝒚 

= (𝑼𝑇𝑼)−1𝑼𝑇𝒁 = (𝑿𝑇𝚺−1𝑿)−1𝑿𝑇𝚺−1𝒚                                                                                                        

可以看出，正则方程为 𝑿𝑇𝚺−1𝑿�̂� = 𝑿𝑇𝚺−1𝒚. 

GLS 有些情况下可能不太实用，因为大多数问题中做到预知 𝚺 是比较困难的. 

在 𝔼(𝜺|𝑿) = 𝟎、𝐶𝑜𝑣(𝜺|𝑿) = 𝜎2𝚺 成立时，�̂�∗ 仍具有相合性、无偏性（𝔼(�̂�∗|𝑿) = 𝜷）、

有效性及渐进正态性，且 𝐶𝑜𝑣(�̂�∗|𝑿) = 𝜎2(𝑿𝑇𝚺−1𝑿)−1. 

对比 𝜷 的 OLS 与 GLS，二者在 𝔼(𝜺|𝑿) = 𝟎、𝐶𝑜𝑣(𝜺|𝑿) = 𝜎2𝚺 条件下均为无偏估计，恒
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有 𝑉𝑎𝑟(�̂�∗
𝑖
)≤𝑉𝑎𝑟(�̂�𝑖)，高斯-马尔可夫定理的条件成立时二者等价，存在异方差情况下

GLS 比 OLS 更优. 

 

------------------------------------------------------------------------------- 

 

FGLS：可行广义最小二乘估计 

 

参考：https://en.wikipedia.org/wiki/Generalized_least_squares 

 

参考：https://www.mathworks.com/help/econ/fgls.html 

 

------------------------------------------------------------------------------- 

 

Box-Cox 变换： 

对解释变量进行 𝐵𝑜𝑥 − 𝐶𝑜𝑥 变换也是一种处理异方差问题的手段，让数据看起来更符
合正态分布. 

https://en.wikipedia.org/wiki/Generalized_least_squares
https://www.mathworks.com/help/econ/fgls.html
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注意 𝐵𝑜𝑥 − 𝐶𝑜𝑥 是针对因变量的处理，例如原本的模型是 𝑌 = 𝛽0 + 𝛽1𝑋 + 휀，为使方差

近似服从同方差的正态分布，变换为 𝑌(0) = 𝑙𝑜𝑔(𝑌) = 𝛽0 + 𝛽1𝑋 + 휀 再进行回归. 

𝑦𝑖
(𝜆1,𝜆2=0) = { 

(𝑦𝑖 + 𝜆2)
𝜆1 − 1

𝜆1
, 𝜆1 ≠ 0, 𝑦𝑖 > −𝜆2

𝑙𝑜𝑔(𝑦𝑖 + 𝜆2)     , 𝜆1 = 0, 𝑦𝑖 > −𝜆2

 

此即双参数的 𝐵𝑜𝑥 − 𝐶𝑜𝑥 变换，令 𝜆2 = 0 即为单参数的 𝐵𝑜𝑥 − 𝐶𝑜𝑥 变换. 

如何确定参数的取值？配合拟合优度检验，选择使得似然函数 𝐿(𝜷, 𝜎2, 𝜆) 最大的 𝜆，由

于解析解难以得到，逐个枚举是一个可以一试的办法. 

常用的 𝐵𝑜𝑥 − 𝐶𝑜𝑥 变换有 𝑙𝑜𝑔(𝑦𝑖)、√𝑦𝑖  和 
1

𝑦𝑖
. 

幂变换：𝑦𝑖
(𝜆)
= { 

𝑦𝑖
𝜆−1

𝜆(𝑦1𝑦2...𝑦𝑛)
𝜆−1
𝑛

                  , 𝜆 ≠ 0

√(𝑦1𝑦2. . . 𝑦𝑛)
𝑛

𝑙𝑜𝑔(𝑦𝑖) , 𝜆 = 0

，(𝑦1𝑦2. . . 𝑦𝑛)
1

𝑛 为几何平均值. 

𝐵𝑜𝑥 − 𝐶𝑜𝑥 变换的雅可比矩阵正是 (𝑦1𝑦2. . . 𝑦𝑛)
𝜆−1. 

某数据在对因变量进行 𝐵𝑜𝑥 − 𝐶𝑜𝑥 变换前后残差的分布： 

 

 

------------------------------------------------------------------------------- 

 

多重共线性（复共线性）： 

多重共线性即自变量间的线性关系，若自变量间存在严格的线性关系则称这些自变量间

具有完全共线性，但完全共线性通常并不多见，更多的表现为近似共线性. 

多重共线性在设计矩阵 𝑿 上的直接体现是𝑿 的列相关性较强，这可能导致 �̂� 的一些估

计值异常地大（这将在稍后证明）；此外直观角度理解起来，如果存在多重共线性，不

妨假设有模型 𝑍 = 4.58 + 0.4𝑋 − 2𝑌 + 휀、𝑌 = 2𝑋，那么回归方程 �̂� = 4.58 + 2.4�̂� − 3�̂�

与 �̂� = 4.58 − 1.6�̂� − �̂� 是完全等价的，回归系数可能不止有一种可行的估计，也有可能

使得回归系数的符号与实际问题中其现实意义完全背离，如同我们举的例子中出现的问
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题一样. 以上种种情况都会使我们对回归结果做出违背真实情况的错误解读. 

首先考虑两个变量间的线性关系，我们有无量纲的相关系数来衡量两变量间线性关系的

强弱，它可以衡量两个变量间的相关关系，如果两个变量存在𝑌 = ±𝑋 + 𝜇 + 휀 的关系则

𝜌(𝑋, 𝑌) 应近乎等于 1 或 −1，我们认为两个变量相关性非常强（一般相关系数大于 0.8 

就认为存在强烈的线性关系），那么如何判断多个变量间可能存在的相关关系呢？比如

 𝑍 = 10 + 2𝑋 − 7𝑌 + 휀，这时三个变量间存在强烈的复共线性，简单的观察相关系数的

办法不再可行，前文已经提到多重共线性会对回归产生很多糟糕的影响，我们迫切需要

一些可用的办法来判断数据的多重共线性. 判断多重共线性有多种方式，从理论出发

最直观的方法是特征根法，最常见的方法是 VIF（方差膨胀因子）检验. 

 

特征根判别法： 

设计矩阵 𝑿 列满秩（如果都不列满秩说明列向量间存在异常严重的线性相关），记

去掉第一列的设计矩阵标准化后为 𝑿′，考虑 𝑿′𝑇𝑿′：如果存在很小的特征值说明

𝑿′𝑇𝑿′ 线性相关性强烈，设 𝑿′𝑇𝑿′ 的特征值为 𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑛 > 0，某特征值 𝜆𝑘 对应的

标准正交特征向量记为 𝜉𝑘，若存在一个明显近似于 0 的特征值，不妨设 ∃𝜆𝑖 ≈ 0，

则有 

𝜆𝑖 ≈ 0 ⇔ 𝑿′
𝑇
𝑿′𝜉𝑘 = 𝜆𝑖𝜉𝑖 ≈ 𝟎 ⇒ ‖𝑿

′𝑇𝑿′𝜉𝑘‖ = 𝜆𝑖 ≈ 0 ⇔ ‖
1

‖𝜉𝑘
𝑇‖
𝑿′
𝑇
𝜉𝑘
𝑇𝑿′𝜉𝑘‖ = 𝜆𝑖 ≈ 0 

⇔ ‖𝑿′𝜉𝑘‖
2 = 𝜆𝑖 ≈ 0 ⇔ 𝑿′𝜉𝑘 ≈ 𝟎 ⇔∑𝜉𝑘

(𝑗)
𝒙𝑗

𝑝−1

𝑗=1

≈ 𝟎                                       

这说明 𝑿′，或者讲 𝑿 的列线性相关性很强，因此可以通过观察特征值判断多重共

线性，如果 𝑿′𝑇𝑿′ 有一个较小的特征值则说明多重共线性可能很强（在稍后证明多

重共线性导致 �̂� 的一些估计值异常大的过程中，会从另一个方面体现这一点的原

因）；不过因为没有标准所以这样判断很不准确，经验而谈，设 

𝜔 =
𝜆𝑚𝑎𝑥
𝜆𝑚𝑖𝑛

 

如果 𝜔 < 100 认为复共线性弱，100 ≤ 𝜔 ≤ 1000认为可能存在一定的共线性，𝜔 >

1000 则认为有很强的复共线性，但这样判断是十分粗糙的. 

特征根法的原理对后文阐述复共线性使得估计向量长度异常增大原因有重要作用. 

 

VIF检验： 

VIF 检验的思想是对每个 𝑋𝑖  做新因变量、剩余原自变量做新的自变量进行建模、

做线性回归，即 

𝑋𝑖 = 휁0 + 휁1𝑋1 +⋯+ 휁𝑖−1𝑋𝑖−1 + 휁𝑖+1𝑋𝑖+1 +⋯+ 휁𝑝−1𝑋𝑝−1 + ϵ𝑖，𝑖 = 1,2,… , 𝑝 − 1 

这个想法很非常直观，每个 𝑋𝑖  做因变量模型进行回归得到的拟合优度记为 𝑅𝑖
2，VIF

检验的想法也较为直观，如果原模型的自变量间完全无关，那么新模型的拟合效果

应该非常差（因为他们之间根本没有线性关系），RSS 将会较大，则 ∀𝑖, 𝑅𝑖
2 应该比

较小，但若反之原自变量间有很强的多重共线性，那么 ∃𝑖0 使得𝑅𝑖0
2  较大，令 
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𝑉𝐼𝐹𝑖 =
1

1 − 𝑅𝑖
2 =

�̂�𝑖�̂�𝑖
2

𝑅𝑆𝑆𝑖
，容忍度 =

1

𝑉𝐼𝐹𝑖
= 1 − 𝑅𝑖

2 

原变量间多重共线性若较弱，则 𝑅𝑖
2 都较小，相应的 𝑉𝐼𝐹𝑖  都较小；原变量间共线性

较强，则某个 𝑅𝑖
2 偏大，相应的 𝑉𝐼𝐹𝑖  较大，综上所述，我们希望得到的 𝑉𝐼𝐹𝑖  比较小，

这样就不需要后续关于多重共线性的数据处理了. 

𝑉𝐼𝐹𝑖  取值范围为 (1,+∞)，经验上看，模型自变量较少则在 𝑉𝐼𝐹𝑖 > 5 时认为有较明

显的复共线性，自变量较多则在 𝑉𝐼𝐹𝑖 > 10 时认为有较明显的共线性，假使 𝑉𝐼𝐹𝑖 >

100 则表明已经存在异常严重的多重共线性了，在实际应用中也可以对比观察各

𝑉𝐼𝐹𝑖  数值，着重关注显著偏大者. 

 

判断出多重共线性的存在后该如何处理？最“简单粗暴”、最“不漂亮”的办法是直接

删掉“冗余”的具有线性关系的变量再进行回归，但一般不会这样做，因为没有充分的

理由选择具体删掉某几个变量而保留某几个变量，通常 PCA 考虑主成分或对模型添加

约束是可取的，即进行正则化处理，比如进行岭回归、Lasso 回归，这将在后文提到. 

最后我们用 MSE 评估一下多重共线性对估计的影响，MSE 综合考虑了无偏性与有效

性，是行之有效的评估准则. 

𝑀𝑆𝐸(�̂�) = 𝔼‖�̂� − 𝜷‖
2

2
= 𝔼(‖�̂�‖

2

2
) − 𝜷𝑇𝜷 = 𝑡𝑟(𝐶𝑜𝑣(�̂�)) + ‖𝔼 �̂� − 𝜷‖

2

2
 

可以看出，估计 �̂� 的长度的期望可以分解为一个包含 𝑀𝑆𝐸(�̂�) 的式子，这是我们为什么

提到 MSE 的原因之一；为了消除量纲的影响这里考虑 𝑿 标准化后去掉第一列得到的矩

阵 𝑿′ 与标准化后新模型的回归系数 𝜷′ 及其估计 �̂�′ （去掉截距项，新的截距项等于 �̅�），

注意到 𝑿′𝑇𝑿′ 作为对称的(半)正定矩阵，存在可以使 𝑿′𝑇𝑿′ 对角化的 𝑝 维正交阵 𝜱，不

妨设 𝜱 的第 𝑖 列为 𝑿′𝑇𝑿′ 的第 𝑖 个标准正交的特征向量，对应特征值为 𝜆𝑖： 

                   𝔼 (‖�̂�′‖
2

2
) = ‖𝜷′‖2

2 +𝑀𝑆𝐸(�̂�′) 

                                        = ‖𝜷′‖2
2 + 𝑡𝑟(𝐶𝑜𝑣(�̂�′)) + ‖𝔼 �̂�′ − 𝜷′‖

2

2
 

                                        = ‖𝜷′‖2
2 + 𝑡𝑟(𝜎2(𝑿′𝑇𝑿′)−1) + 0 

                                        = ‖𝜷′‖2
2 + 𝜎2 𝑡𝑟( 

(

 𝜱

(

 

𝜆1
𝜆2

⋱
𝜆𝑝)

 𝜱𝑇

)

 

−𝟏

) 

                                        = ‖𝜷′‖2
2 + 𝜎2 𝑡𝑟( 𝜱

(

 
 
 
 
 

1

𝜆1
1

𝜆2
⋱

1

𝜆𝑝)

 
 
 
 
 

𝜱𝑇  )   注意到: 𝑡𝑟(𝑨𝑩) = 𝑡𝑟(𝑩𝑨) 
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                                        = ‖𝜷′‖2
2 + 𝜎2∑

1

𝜆𝑖

𝑝

𝑖=1

 

在前文特征根法的部分中我们提到，如果 𝑿′𝑇𝑿′ 存在一个较小特征值说明很可能存在多

重共线性，可以看出如果自变量间具有多重共线性，会存在一个较小的特征值使得估计

的长度期望 𝔼 (‖�̂�′‖
2

2
) 偏离真实回归系数 ‖𝜷′‖2

2，对单个系数而言某个回归系数的绝对

值会异常地大，距离真实值有很大偏差，且较小特征值越小偏离便越大. 

 

------------------------------------------------------------------------------- 

 

系数的假设检验：特殊的方差分析 

一般线性假设的检验（高斯-马尔可夫假设） 

H0：线性约束 𝑨𝜷 = 𝒃 成立，𝑨 是秩为 𝑚 的 𝑚 × 𝑝 矩阵 

H1：𝑨𝜷 ≠ 𝒃 

无 约 束 模 型 OLS 的 RSS 为  𝑅𝑆𝑆OLS = �̂�OLS
𝑇 �̂�OLS = 𝒚

𝑇(𝒚 − �̂�OLS) = 𝒚
𝑇(𝑰 −

(𝑿𝑇𝑿)−1𝑿𝑇)𝒚，在 H0成立条件下约束模型 CLS 的 RSS 为 𝑅𝑆𝑆CLS = 𝒚
𝑇(𝒚 − �̂�CLS)，

因此 

{
𝑅𝑆𝑆OLS = 𝒚

𝑇(𝑰 − (𝑿𝑇𝑿)−1𝑿𝑇)𝒚                                                                                                     

𝑅𝑆𝑆CLS = 𝒚
𝑇(𝒚 − (𝑿𝑇𝑿)−1𝑿𝑇𝒚 + (𝑿𝑇𝑿)−1𝑨𝑇(𝑨(𝑿𝑇𝑿)−1𝑨𝑇)−1(𝑨(𝑿𝑇𝑿)−1𝑿𝑇𝒚 − 𝒃))

 

有检验统计量： 

𝐹 =
   
 𝑅𝑆𝑆CLS − 𝑅𝑆𝑆OLS 

𝑚    

 𝑅𝑆𝑆OLS 
𝑛 − 𝑝

 ~
L
 𝐹(𝑚, 𝑛 − 𝑝) 

拒绝域：𝐹 > 𝐹𝛼(𝑚, 𝑛 − 𝑝) 或者 p-value ≤ 𝛼，p-value = 𝑃( 𝐹(𝑚, 𝑛 − 𝑝)≥𝐹 ) 

 

F检验：回归方程的显著性检验 由给定特殊约束一般线性假设检验导出（高斯-马尔可夫假设） 

H0：𝛽1 = 𝛽2 =. . . = 𝛽𝑝 = 0（ (𝟎, 𝑰𝑝−1)𝜷 = 𝟎 ） 

H1：𝛽1、𝛽2、…、𝛽𝑝不全为 0（ (𝟎, 𝑰𝑝−1)𝜷 ≠ 𝟎 ） 

在 H0 成立条件下，检验统计量： 

𝐹 =
  
𝑇𝑆𝑆 − 𝑅𝑆𝑆
𝑝 − 1   

𝑅𝑆𝑆
𝑛 − 𝑝

=
  
�̂�𝑇𝑿𝑇𝒚 − �̅�𝟏𝑇𝒚

𝑝 − 1   

𝑅𝑆𝑆
𝑛 − 𝑝

 ~
L
 𝐹(𝑝 − 1, 𝑛 − 𝑝) 

拒绝域：𝐹 > 𝐹𝛼(𝑝 − 1, 𝑛 − 𝑝) 或者 p-value ≤ 𝛼，p-value = 𝑃( 𝐹(𝑝 − 1, 𝑛 − 𝑝)≥𝐹 ) 
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t检验：回归系数的显著性检验 由给定特殊约束一般线性假设检验导出（高斯-马尔可夫假设） 

H0：𝛽𝑖 = 0 

H1：𝛽𝑖 ≠ 0 

在 H0 成立条件下，检验统计量： 

�̂�𝑖

𝜎√(𝑿𝑇𝑿)𝑖𝑖
−1

 ~ 𝑁(0,1)，
𝑅𝑆𝑆

𝜎2
 ~ 𝜒2(𝑛 − 𝑝) 相互独立 

⇒   𝑡 =
�̂�𝑖
𝑆𝐸�̂�𝑖

=
�̂�𝑖

√𝑉𝑎𝑟(�̂�𝑖)

=
�̂�𝑖

�̂�√(𝑿𝑇𝑿)𝑖𝑖
−1

 ~ 𝑡(𝑛 − 𝑝) 

拒绝域：|𝑡| > 𝑡𝛼
2

(𝑛 − 𝑝) 或者 p-value ≤ 
𝛼

2
，p-value = 𝑃( 𝑡(𝑛 − 𝑝)≥|𝑡| ) 

 

------------------------------------------------------------------------------- 

 

回归诊断： 

常见的诊断图有学生化残差图、Q-Q 图等，不再这篇文档中做详细说明，原理并不复杂. 

值得一提的是，R 的“performance”包我感觉挺不错的. 

library(tidyverse) 

library(tidymodels) 

library(performance) 

 

# use data "MPG" 

 

fit <- linear_reg() %>% 

   

set_engine("lm") %>% 

   

fit(hwy ~ displ + class, data = mpg) 

 

check_model(fit) 



14 

 

 

例如： 

 

学生化残差图、Q-Q 图等等图像的原理没有复杂到难以理解，比较清晰明了，可用于初

步判断数据正态性、峰度、偏度与趋势等等，需要说明的是 Q-Q 图斜率为标准差、截

距为算术平均值，如果直线在靠近左下角处明显向下偏移说明数据分布左厚尾， 

正态性检验不是本文重点，不在赘述. 

 

------------------------------------------------------------------------------- 

 



15 

 

岭回归与岭估计： 

注意！！！岭估计与 Lasso 估计都是有偏估计，是带特定约束的最小二乘估计——作为
OLS 的改良，相较于 OLS，岭估计与 Lasso 估计用无偏性换取了有效性，损失了部分信
息，但能减小回归系数估计的方差，对病态数据的回归效果均远远强于 OLS. 一定程度
上减轻了多重共线性带来的影响. 

此外，岭回归一定程度上能缓解多重共线性的问题，提升模型泛化能力. 

岭估计于 1970 年由 Hoerl 和 Kennard 首次提出，在 OLS 基础上对回归系数添加了 𝐿2 
范数约束（这类操作称为 𝑳𝟐 正则化），为什么做约束后能减轻多重共线性的影响呢？在
前文关于多重共线性的部分有证明： 

𝔼(‖�̂�′‖
2

2
) = ‖𝜷′‖2

2 +𝑀𝑆𝐸(�̂�) = ‖𝜷′‖2
2 + 𝜎2∑

1

𝜆𝑖

𝑝

𝑖=1

 

这表明多重共线性会使得某些回归系数绝对值偏大，如果我们限制回归系数的长度 ‖�̂�‖

再进行回归则能减轻多重共线性的影响，这样便能减少 𝑀𝑆𝐸(�̂�). 

定理：∃𝑘 > 0，𝑠. 𝑡.  𝑀𝑆𝐸 (�̂�(𝑘)) < 𝑀𝑆𝐸(�̂�OLS)，这个定理的证明需要用到引理：岭估

计或 OLS 的 MSE 与他的典则回归系数的岭估计或 OLS 的 MSE 相等，定理证明的思路

是从  �̂�(𝑘) 的典则回归系数的岭估计  �̂�(𝑘) 出发，利用  𝑀𝑆𝐸(�̂�(𝑘)) 𝑡𝑟(𝐶𝑜𝑣(�̂�(𝑘))) +

‖𝔼 �̂�(𝑘) − �̂�(𝑘)‖，这里略去证明过程. 这个定理说明了岭估计的价值，在 MSE 的意义

下选取合适的 𝑘 能使得其优与 OLS. 

岭估计是一种压缩估计：∀𝑘 > 0，‖�̂�(𝑘)‖ < ‖�̂�OLS‖. 

正则化优点是能防止过拟合，但相应地可能导致欠拟合，这包括岭估计的 𝐿2 正则化. 

岭回归模型： 

{ 
𝑌 = 𝛽0 + 𝛽1𝑋1+. . . +𝛽𝑝−1𝑋𝑝−1 + 휀         

‖𝜷1,2,...,𝑝−1‖2 ∝ 𝛽1
2 + 𝛽2

2+. . . +𝛽𝑝−1
2 ≤ 𝑘

 

损失函数：带有 𝐿2 范数约束长度的 MSE，显然这也是凸函数. 

ℒ = 𝑀𝑆𝐸 + 𝑛𝑘‖𝜷‖2
2                                                    

= ‖𝒚 − 𝑿𝜷‖2
2 + 𝑛𝑘‖𝜷‖2

2                                    

= 𝜷𝑇(𝑿𝑇𝑿+ 𝑛𝑘𝑰)𝜷 − 2𝜷𝑇𝑿𝑇𝒚+ 𝒚𝑇𝒚          

=∑(𝑦𝑖 − �̂�𝑖)
2

𝑛

𝑖=1

+ 𝑛𝑘∑𝛽𝑖
2

𝑛

𝑖=1

                             

∝ 
1

𝑛
‖𝒚 − 𝑿𝜷‖2

2 + 𝑘‖𝜷‖2
2                                   

= 𝑆𝑆𝐸 + 𝑘‖𝜷‖2
2 =∑(𝑦𝑖 − �̂�𝑖)

2

𝑛

𝑖=1

+ 𝑘∑𝛽𝑖
2

𝑛

𝑖=1

 

考虑 Lagrange 乘子法求解约束下的 MSE 来证明，并不复杂，这里略去步骤，最终得到 
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�̂�(𝑘) = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛 �̂�0,�̂�1,...(‖𝒚 − 𝑿𝜷‖ + 𝑘‖𝜷‖) 

= (𝑿𝑇𝑿+ 𝑘𝑰)−1𝑿𝑇𝒚                     

𝐶𝑜𝑣 (�̂�(𝑘)) = 𝜎2(𝑿𝑇𝑿+ 𝑘𝑰)−1𝑿𝑇𝑿(𝑿𝑇𝑿+ 𝑘𝑰)−1 

有偏性  𝔼 (�̂�(𝑘)) = (𝑿𝑇𝑿+ 𝑛𝑘𝑰)−1𝑿𝑇𝑿𝜷 ≠ 𝜷,   𝑎𝑠  𝑘 ≠ 0,𝜷 ≠ 𝟎 

本文只对岭回归的损失函数确为 𝑀𝑆𝐸 + 𝑛𝑘‖𝜷‖2
2 证明： 

ℒ = 𝑀𝑆𝐸 + 𝑘‖𝜷‖2
2 = 𝜷𝑇(𝑿𝑇𝑿+ 𝑘𝑰)𝜷 − 2𝜷𝑇𝑿𝑇𝒚 + 𝒚𝑇𝒚 

𝑔𝑟𝑎𝑑(ℒ) = 2(𝑿𝑇𝑿+ 𝑘𝑰)𝜷 − 2𝑿𝑇𝒚 =
𝑜𝑟𝑑𝑒𝑟

𝟎 

⇒ �̂� = (𝑿𝑇𝑿+ 𝑘𝑰)−1𝑿𝑇𝒚，这与应用 𝐿𝑎𝑔𝑟𝑎𝑛𝑔𝑒 乘子法求解结果一致 

𝑘 实质上不过是 Lagrange 乘子. 

𝑘 = 0 岭估计等同于 OLS，𝑘 越大与 OLS 相差越大；岭估计相较于 OLS 减小了 MSE

（这不难观察出，增大了偏差但更多地减小了方差），但这增大了 RSS（增大 RSS 的原

因是 OLS 以 RSS 为损失函数的，已经使得 RSS 最小）. 

 
图源：徐老师教学 PPT 

但该如何确定一个合适的 𝑘，使得岭估计相较于 OLS 不会有不可接受的精度丢失（表

现为 RSS 过大）、回归系数出现不合理符号并出现过大的偏差、MSE 较大？事实上这

些就是我们希望得到的 𝑘 应当具备的性质，但直到今天都没有一个泛用、最佳的办法，

这里介绍岭迹法和方差膨胀因子法，均为经验方法. 

事实上，在证明参数为某个 𝑘 的岭估计 MSE 小于 OLS 的 MSE 过程中可以得到，最优

的 𝑘 ，即使得岭估计 MSE 最小都应满足一个四次多项式，但由于式子包含了典则回归

系数与误差的方差，这个四次多项式是不可解的. 

 

Hoerl-Kennard公式： 

1970 年由 Hoerl-Kennard 提出. 
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�̂� =
�̂�2

�̂�𝑇�̂�
 或 

�̂�2

max
𝑖
�̂�𝑖
2，�̂�𝑖为点则回归系数的估计(即标准化模型的 OLS) 

 

岭迹法： 

观察岭迹图——一张自变量为 𝑘、因变量为 �̂�𝑖(𝑘) 的图像，通常我们倾向于选择尽

可能小但使得岭估计相对 𝑘 大体稳定、不再随着 𝑘 增大而显著变化的一个 𝑘 值. 

 

如果岭迹在一定的 𝑘 范围内上下波动，说明这时 OLS 可能就不是一个良好的估计，

因为岭迹并不平稳，有明显的多重共线性，这时需要选取一个合理的 𝑘 使得岭迹在

此以后接近平稳；也可能岭回归系数估值近乎不受 𝑘 影响，以极其缓慢趋势变化，

近乎水平直线，这时说明多重共线性较弱，OLS 即是一个理想的估计（OLS 可视

为 𝑘 = 0 的特殊岭估计）. 

注：一时间没找到合适的数据能绘一个趋势明显的岭迹图……不得已再次借用徐老师 PPT 上的图片             

 

方差膨胀因子法： 

由 𝐶𝑜𝑣 (�̂�(𝑘)) = 𝜎2(𝑿𝑇𝑿+ 𝑘𝑰)−1𝑿𝑇𝑿(𝑿𝑇𝑿+ 𝑘𝑰)−1 = 𝜎2𝑉𝐼𝐹 得出，𝑉𝐼𝐹𝑖  与 𝑘 呈反

比例关系，选择合适的 𝑘 使得对所有的 𝑉𝐼𝐹𝑖 < 𝑗，𝑗 为一个常数，常用的经验数值

譬如 10. 

 

双 𝒉 公式： 

这个方法的原理相对麻烦……可以在一些文献中参考，综合而言是不错的方法. 

 

岭估计可以通过假定零均值的正态分布的先验分布推导而来，最大后验概率的估计即岭
估计，包括 Lasso 估计也可以这样从贝叶斯后验概率角度解释，这可能不是那么容易理
解. 有一篇文献描述得非常细致详细，我会把他放在附录,英文文献参考：https://pdf.science

directassets.com/271708/1-s2.0-S0167947320X00028/1-s2.0-S0167947320300086/am.pdf?X-Amz-Security-Token=IQoJb3JpZ2l

https://pdf.sciencedirectassets.com/271708/1-s2.0-S0167947320X00028/1-s2.0-S0167947320300086/am.pdf?X-Amz-Security-Token=IQoJb3JpZ2luX2VjEN3%2F%2F%2F%2F%2F%2F%2F%2F%2F%2FwEaCXVzLWVhc3QtMSJHMEUCIHdb3KrE7j29IfbeqU9if%2FypUUfbkJVbb50MxGXeTtawAiEAlayH4oO7x7guGj5Pn%2FYQFhLoRIYzJ1U8aIKzZxjKMl4qzAQIJRAFGgwwNTkwMDM1NDY4NjUiDJwFeEvj589IMTz0%2FiqpBJIWSV6Bf4O%2Bpjf0p29lXrXcK%2F%2Fi%2BCPxqgklB9iol56feOugPSVovEpL7vqEenHvQ%2BKXNpYlfIIZ6TLEbdLZA7fSCLst23UHviYQpwDE3QCKhtOwK3wMGFt69CG5%2FeBXjmNKtzyUIRxWuU07KPlfRoXY4E0VRd326bRhhhYpZG%2BrIQZAINVegr5%2FfiZ91hrItTOT0UQyjTuXDmdffHXJZMeirBwF55kKW1chn%2FRUb6RxiIJXLo3WZZFxfmnBllYCk9uaFkmVpP%2FXN9ybTH9yCWlEGficvbEZcL%2FlwhehtJ2a4R8mptqME6fhJJy5%2BdFrpdFj%2BbOsBfbB0NPE56vF1y6xSmY8WohH7c2ueu53uRl48BV9nsAU5xXblKzN7jhH9DsUZTVYnsDLmtCp28G%2BHw7MSzRsvxJII216PV6vjXuAKacGQY156YjwI0QkbbMTDezVrcJkPD5j42VtBxF8D%2FITI4rim%2BK09GOaD4rzeGmjgewI2uPpgHcePSWtFMBm%2F8fYAzvg0n7Q3qbUAIA%2BHl2QFzwgEGIj3VDWWs7P59X9tpuuY1P5%2Fi9MpgHVCKQQKkJ0VHv3Qp87kk6uX%2B86P20AdqwU45qT5LZMGvNW50eMMXoTdv4sDKt9vyW9wx0XYKNFZZwdfmbb%2BZ2y%2F4Kzv0XUalDGn61ftt3YyrtcGeNbPlxvolAf4xp4k9AkbHkV%2Fx7a6ahpuhAy%2FoGSf7YMoXePx9IF8mkHw90wveOpnQY6qQFRiK6FHGWhyvtLvSf8A2m7yPOjbqhAJk0FSTdDhF7p3VH9D2ZXS2Od%2Fpos2QNhI7F%2Bu5tLtnJV%2BT2SuCS%2BlJoG8prq3R8bx5LwtStV9BxPTGPhf%2F1aJVw51%2BYMBUDkNAMuyj9UnA8hk1Mk%2B6AyHEEvsjkfNNqSiSXNppj887TTkNKbeZFvTyfHVwGM2GDgbqMgtXog8ox5xGjIjwcYNsrhJP2%2Biie6YNub&X-Amz-Algorithm=AWS4-HMAC-SHA256&X-Amz-Date=20221227T050142Z&X-Amz-SignedHeaders=host&X-Amz-Expires=300&X-Amz-Credential=ASIAQ3PHCVTY22HJU346%2F20221227%2Fus-east-1%2Fs3%2Faws4_request&X-Amz-Signature=a5d28fa2a497c6fcf99d450a4d8f9dac12f8988e1a57fbbf78a869d4729417cb&hash=b609126469b9e38b550e4ec7abd7597fccfd95a5717fef89931cc41d5dd7ba49&host=68042c943591013ac2b2430a89b270f6af2c76d8dfd086a07176afe7c76c2c61&pii=S0167947320300086&tid=pdf-542f5e42-184f-4ef5-99cc-809a0a166f5d&sid=ed2459122b6959433229ae38b36af163c4acgxrqb&type=client
https://pdf.sciencedirectassets.com/271708/1-s2.0-S0167947320X00028/1-s2.0-S0167947320300086/am.pdf?X-Amz-Security-Token=IQoJb3JpZ2luX2VjEN3%2F%2F%2F%2F%2F%2F%2F%2F%2F%2FwEaCXVzLWVhc3QtMSJHMEUCIHdb3KrE7j29IfbeqU9if%2FypUUfbkJVbb50MxGXeTtawAiEAlayH4oO7x7guGj5Pn%2FYQFhLoRIYzJ1U8aIKzZxjKMl4qzAQIJRAFGgwwNTkwMDM1NDY4NjUiDJwFeEvj589IMTz0%2FiqpBJIWSV6Bf4O%2Bpjf0p29lXrXcK%2F%2Fi%2BCPxqgklB9iol56feOugPSVovEpL7vqEenHvQ%2BKXNpYlfIIZ6TLEbdLZA7fSCLst23UHviYQpwDE3QCKhtOwK3wMGFt69CG5%2FeBXjmNKtzyUIRxWuU07KPlfRoXY4E0VRd326bRhhhYpZG%2BrIQZAINVegr5%2FfiZ91hrItTOT0UQyjTuXDmdffHXJZMeirBwF55kKW1chn%2FRUb6RxiIJXLo3WZZFxfmnBllYCk9uaFkmVpP%2FXN9ybTH9yCWlEGficvbEZcL%2FlwhehtJ2a4R8mptqME6fhJJy5%2BdFrpdFj%2BbOsBfbB0NPE56vF1y6xSmY8WohH7c2ueu53uRl48BV9nsAU5xXblKzN7jhH9DsUZTVYnsDLmtCp28G%2BHw7MSzRsvxJII216PV6vjXuAKacGQY156YjwI0QkbbMTDezVrcJkPD5j42VtBxF8D%2FITI4rim%2BK09GOaD4rzeGmjgewI2uPpgHcePSWtFMBm%2F8fYAzvg0n7Q3qbUAIA%2BHl2QFzwgEGIj3VDWWs7P59X9tpuuY1P5%2Fi9MpgHVCKQQKkJ0VHv3Qp87kk6uX%2B86P20AdqwU45qT5LZMGvNW50eMMXoTdv4sDKt9vyW9wx0XYKNFZZwdfmbb%2BZ2y%2F4Kzv0XUalDGn61ftt3YyrtcGeNbPlxvolAf4xp4k9AkbHkV%2Fx7a6ahpuhAy%2FoGSf7YMoXePx9IF8mkHw90wveOpnQY6qQFRiK6FHGWhyvtLvSf8A2m7yPOjbqhAJk0FSTdDhF7p3VH9D2ZXS2Od%2Fpos2QNhI7F%2Bu5tLtnJV%2BT2SuCS%2BlJoG8prq3R8bx5LwtStV9BxPTGPhf%2F1aJVw51%2BYMBUDkNAMuyj9UnA8hk1Mk%2B6AyHEEvsjkfNNqSiSXNppj887TTkNKbeZFvTyfHVwGM2GDgbqMgtXog8ox5xGjIjwcYNsrhJP2%2Biie6YNub&X-Amz-Algorithm=AWS4-HMAC-SHA256&X-Amz-Date=20221227T050142Z&X-Amz-SignedHeaders=host&X-Amz-Expires=300&X-Amz-Credential=ASIAQ3PHCVTY22HJU346%2F20221227%2Fus-east-1%2Fs3%2Faws4_request&X-Amz-Signature=a5d28fa2a497c6fcf99d450a4d8f9dac12f8988e1a57fbbf78a869d4729417cb&hash=b609126469b9e38b550e4ec7abd7597fccfd95a5717fef89931cc41d5dd7ba49&host=68042c943591013ac2b2430a89b270f6af2c76d8dfd086a07176afe7c76c2c61&pii=S0167947320300086&tid=pdf-542f5e42-184f-4ef5-99cc-809a0a166f5d&sid=ed2459122b6959433229ae38b36af163c4acgxrqb&type=client
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uX2VjEN3%2F%2F%2F%2F%2F%2F%2F%2F%2F%2FwEaCXVzLWVhc3QtMSJHMEUCIHdb3KrE7j29IfbeqU9if%2FypUUf

bkJVbb50MxGXeTtawAiEAlayH4oO7x7guGj5Pn%2FYQFhLoRIYzJ1U8aIKzZxjKMl4qzAQIJRAFGgwwNTkwMDM1NDY4

NjUiDJwFeEvj589IMTz0%2FiqpBJIWSV6Bf4O%2Bpjf0p29lXrXcK%2F%2Fi%2BCPxqgklB9iol56feOugPSVovEpL7vqEenHv

Q%2BKXNpYlfIIZ6TLEbdLZA7fSCLst23UHviYQpwDE3QCKhtOwK3wMGFt69CG5%2FeBXjmNKtzyUIRxWuU07KPlfRoX

Y4E0VRd326bRhhhYpZG%2BrIQZAINVegr5%2FfiZ91hrItTOT0UQyjTuXDmdffHXJZMeirBwF55kKW1chn%2FRUb6RxiIJX

Lo3WZZFxfmnBllYCk9uaFkmVpP%2FXN9ybTH9yCWlEGficvbEZcL%2FlwhehtJ2a4R8mptqME6fhJJy5%2BdFrpdFj%2BbOs

BfbB0NPE56vF1y6xSmY8WohH7c2ueu53uRl48BV9nsAU5xXblKzN7jhH9DsUZTVYnsDLmtCp28G%2BHw7MSzRsvxJII216

PV6vjXuAKacGQY156YjwI0QkbbMTDezVrcJkPD5j42VtBxF8D%2FITI4rim%2BK09GOaD4rzeGmjgewI2uPpgHcePSWtFMB

m%2F8fYAzvg0n7Q3qbUAIA%2BHl2QFzwgEGIj3VDWWs7P59X9tpuuY1P5%2Fi9MpgHVCKQQKkJ0VHv3Qp87kk6uX%2

B86P20AdqwU45qT5LZMGvNW50eMMXoTdv4sDKt9vyW9wx0XYKNFZZwdfmbb%2BZ2y%2F4Kzv0XUalDGn61ftt3Yyrtc

GeNbPlxvolAf4xp4k9AkbHkV%2Fx7a6ahpuhAy%2FoGSf7YMoXePx9IF8mkHw90wveOpnQY6qQFRiK6FHGWhyvtLvSf8A2

m7yPOjbqhAJk0FSTdDhF7p3VH9D2ZXS2Od%2Fpos2QNhI7F%2Bu5tLtnJV%2BT2SuCS%2BlJoG8prq3R8bx5LwtStV9BxPT

GPhf%2F1aJVw51%2BYMBUDkNAMuyj9UnA8hk1Mk%2B6AyHEEvsjkfNNqSiSXNppj887TTkNKbeZFvTyfHVwGM2GDgb

qMgtXog8ox5xGjIjwcYNsrhJP2%2Biie6YNub&X-Amz-Algorithm=AWS4-HMAC-SHA256&X-Amz-Date=20221227T050142

Z&X-Amz-SignedHeaders=host&X-Amz-Expires=300&X-Amz-Credential=ASIAQ3PHCVTY22HJU346%2F20221227%2Fus-e

ast-1%2Fs3%2Faws4_request&X-Amz-Signature=a5d28fa2a497c6fcf99d450a4d8f9dac12f8988e1a57fbbf78a869d4729417cb&ha

sh=b609126469b9e38b550e4ec7abd7597fccfd95a5717fef89931cc41d5dd7ba49&host=68042c943591013ac2b2430a89b270f6af2c

76d8dfd086a07176afe7c76c2c61&pii=S0167947320300086&tid=pdf-542f5e42-184f-4ef5-99cc-809a0a166f5d&sid=ed2459122b

6959433229ae38b36af163c4acgxrqb&type=client 

 

------------------------------------------------------------------------------- 

 

Lasso 回归与 Lasso 估计： 

注意，在岭估计的部分就有提到的：岭估计与 Lasso 估计都是有偏估计，是带特定约束
的最小二乘估计——作为 OLS 的改良，相较于 OLS，岭估计与 Lasso 估计用无偏性换
取了有效性，损失了部分信息，但能减小回归系数估计的方差，对病态数据的回归效果
均远远强于 OLS. 一定程度上减轻了多重共线性带来的影响，这值得强调两次. 

Lasso 估计于 1986 年被首次提出，1996 年 Robert Tibshirani 独立发现并推广了 Lasso 回
归，Lasso 估计在 OLS 基础上对回归系数添加了 𝐿1 范数约束（这类操作称为 𝑳𝟏 正则
化），为什么做约束后能减轻多重共线性的影响在前文已经讨论过了. 

Lasso 回归不仅能应对多重共线性情况，同时还具有变量筛选的功能：Lasso 回归通过

强制回归系数的绝对值之和小于 𝜆，能够强制某些系数为 0，达到了变量筛选的目的，

而这岭估计并不能做到. 因此相较于岭回归，Lasso 回归的结果更具备可解释性.. 

Lasso 回归模型： 

{ 
𝑌 = 𝛽0 + 𝛽1𝑋1+. . . +𝛽𝑝−1𝑋𝑝−1 + 휀

|𝛽1| + |𝛽2|+. . . +|𝛽𝑝−1| ≤ 𝜆             
 

损失函数：带有 𝐿1 范数约束长度的 MSE. 

ℒ = 𝑀𝑆𝐸 + 𝑛𝜆‖𝜷‖1                                                    

= ‖𝒚 − 𝑿𝜷‖2
2 + 𝑛𝜆‖𝜷‖1                                    

=∑(𝑦𝑖 − �̂�𝑖)
2

𝑛

𝑖=1

+ 𝑛𝜆∑|𝛽𝑖|

𝑛

𝑖=1

                             

∝ 
1

𝑛
‖𝒚 − 𝑿𝜷‖2

2 + 𝜆‖𝜷‖1                                   

https://pdf.sciencedirectassets.com/271708/1-s2.0-S0167947320X00028/1-s2.0-S0167947320300086/am.pdf?X-Amz-Security-Token=IQoJb3JpZ2luX2VjEN3%2F%2F%2F%2F%2F%2F%2F%2F%2F%2FwEaCXVzLWVhc3QtMSJHMEUCIHdb3KrE7j29IfbeqU9if%2FypUUfbkJVbb50MxGXeTtawAiEAlayH4oO7x7guGj5Pn%2FYQFhLoRIYzJ1U8aIKzZxjKMl4qzAQIJRAFGgwwNTkwMDM1NDY4NjUiDJwFeEvj589IMTz0%2FiqpBJIWSV6Bf4O%2Bpjf0p29lXrXcK%2F%2Fi%2BCPxqgklB9iol56feOugPSVovEpL7vqEenHvQ%2BKXNpYlfIIZ6TLEbdLZA7fSCLst23UHviYQpwDE3QCKhtOwK3wMGFt69CG5%2FeBXjmNKtzyUIRxWuU07KPlfRoXY4E0VRd326bRhhhYpZG%2BrIQZAINVegr5%2FfiZ91hrItTOT0UQyjTuXDmdffHXJZMeirBwF55kKW1chn%2FRUb6RxiIJXLo3WZZFxfmnBllYCk9uaFkmVpP%2FXN9ybTH9yCWlEGficvbEZcL%2FlwhehtJ2a4R8mptqME6fhJJy5%2BdFrpdFj%2BbOsBfbB0NPE56vF1y6xSmY8WohH7c2ueu53uRl48BV9nsAU5xXblKzN7jhH9DsUZTVYnsDLmtCp28G%2BHw7MSzRsvxJII216PV6vjXuAKacGQY156YjwI0QkbbMTDezVrcJkPD5j42VtBxF8D%2FITI4rim%2BK09GOaD4rzeGmjgewI2uPpgHcePSWtFMBm%2F8fYAzvg0n7Q3qbUAIA%2BHl2QFzwgEGIj3VDWWs7P59X9tpuuY1P5%2Fi9MpgHVCKQQKkJ0VHv3Qp87kk6uX%2B86P20AdqwU45qT5LZMGvNW50eMMXoTdv4sDKt9vyW9wx0XYKNFZZwdfmbb%2BZ2y%2F4Kzv0XUalDGn61ftt3YyrtcGeNbPlxvolAf4xp4k9AkbHkV%2Fx7a6ahpuhAy%2FoGSf7YMoXePx9IF8mkHw90wveOpnQY6qQFRiK6FHGWhyvtLvSf8A2m7yPOjbqhAJk0FSTdDhF7p3VH9D2ZXS2Od%2Fpos2QNhI7F%2Bu5tLtnJV%2BT2SuCS%2BlJoG8prq3R8bx5LwtStV9BxPTGPhf%2F1aJVw51%2BYMBUDkNAMuyj9UnA8hk1Mk%2B6AyHEEvsjkfNNqSiSXNppj887TTkNKbeZFvTyfHVwGM2GDgbqMgtXog8ox5xGjIjwcYNsrhJP2%2Biie6YNub&X-Amz-Algorithm=AWS4-HMAC-SHA256&X-Amz-Date=20221227T050142Z&X-Amz-SignedHeaders=host&X-Amz-Expires=300&X-Amz-Credential=ASIAQ3PHCVTY22HJU346%2F20221227%2Fus-east-1%2Fs3%2Faws4_request&X-Amz-Signature=a5d28fa2a497c6fcf99d450a4d8f9dac12f8988e1a57fbbf78a869d4729417cb&hash=b609126469b9e38b550e4ec7abd7597fccfd95a5717fef89931cc41d5dd7ba49&host=68042c943591013ac2b2430a89b270f6af2c76d8dfd086a07176afe7c76c2c61&pii=S0167947320300086&tid=pdf-542f5e42-184f-4ef5-99cc-809a0a166f5d&sid=ed2459122b6959433229ae38b36af163c4acgxrqb&type=client
https://pdf.sciencedirectassets.com/271708/1-s2.0-S0167947320X00028/1-s2.0-S0167947320300086/am.pdf?X-Amz-Security-Token=IQoJb3JpZ2luX2VjEN3%2F%2F%2F%2F%2F%2F%2F%2F%2F%2FwEaCXVzLWVhc3QtMSJHMEUCIHdb3KrE7j29IfbeqU9if%2FypUUfbkJVbb50MxGXeTtawAiEAlayH4oO7x7guGj5Pn%2FYQFhLoRIYzJ1U8aIKzZxjKMl4qzAQIJRAFGgwwNTkwMDM1NDY4NjUiDJwFeEvj589IMTz0%2FiqpBJIWSV6Bf4O%2Bpjf0p29lXrXcK%2F%2Fi%2BCPxqgklB9iol56feOugPSVovEpL7vqEenHvQ%2BKXNpYlfIIZ6TLEbdLZA7fSCLst23UHviYQpwDE3QCKhtOwK3wMGFt69CG5%2FeBXjmNKtzyUIRxWuU07KPlfRoXY4E0VRd326bRhhhYpZG%2BrIQZAINVegr5%2FfiZ91hrItTOT0UQyjTuXDmdffHXJZMeirBwF55kKW1chn%2FRUb6RxiIJXLo3WZZFxfmnBllYCk9uaFkmVpP%2FXN9ybTH9yCWlEGficvbEZcL%2FlwhehtJ2a4R8mptqME6fhJJy5%2BdFrpdFj%2BbOsBfbB0NPE56vF1y6xSmY8WohH7c2ueu53uRl48BV9nsAU5xXblKzN7jhH9DsUZTVYnsDLmtCp28G%2BHw7MSzRsvxJII216PV6vjXuAKacGQY156YjwI0QkbbMTDezVrcJkPD5j42VtBxF8D%2FITI4rim%2BK09GOaD4rzeGmjgewI2uPpgHcePSWtFMBm%2F8fYAzvg0n7Q3qbUAIA%2BHl2QFzwgEGIj3VDWWs7P59X9tpuuY1P5%2Fi9MpgHVCKQQKkJ0VHv3Qp87kk6uX%2B86P20AdqwU45qT5LZMGvNW50eMMXoTdv4sDKt9vyW9wx0XYKNFZZwdfmbb%2BZ2y%2F4Kzv0XUalDGn61ftt3YyrtcGeNbPlxvolAf4xp4k9AkbHkV%2Fx7a6ahpuhAy%2FoGSf7YMoXePx9IF8mkHw90wveOpnQY6qQFRiK6FHGWhyvtLvSf8A2m7yPOjbqhAJk0FSTdDhF7p3VH9D2ZXS2Od%2Fpos2QNhI7F%2Bu5tLtnJV%2BT2SuCS%2BlJoG8prq3R8bx5LwtStV9BxPTGPhf%2F1aJVw51%2BYMBUDkNAMuyj9UnA8hk1Mk%2B6AyHEEvsjkfNNqSiSXNppj887TTkNKbeZFvTyfHVwGM2GDgbqMgtXog8ox5xGjIjwcYNsrhJP2%2Biie6YNub&X-Amz-Algorithm=AWS4-HMAC-SHA256&X-Amz-Date=20221227T050142Z&X-Amz-SignedHeaders=host&X-Amz-Expires=300&X-Amz-Credential=ASIAQ3PHCVTY22HJU346%2F20221227%2Fus-east-1%2Fs3%2Faws4_request&X-Amz-Signature=a5d28fa2a497c6fcf99d450a4d8f9dac12f8988e1a57fbbf78a869d4729417cb&hash=b609126469b9e38b550e4ec7abd7597fccfd95a5717fef89931cc41d5dd7ba49&host=68042c943591013ac2b2430a89b270f6af2c76d8dfd086a07176afe7c76c2c61&pii=S0167947320300086&tid=pdf-542f5e42-184f-4ef5-99cc-809a0a166f5d&sid=ed2459122b6959433229ae38b36af163c4acgxrqb&type=client
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= 𝑆𝑆𝐸 + 𝜆‖𝜷‖1 =∑(𝑦𝑖 − �̂�𝑖)
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𝑛
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图源：徐老师教学 PPT 

 

以上是普通 Lasso 估计，此外我们还有 Group Lasso、Fused Lasso、Adaptive Lasso 和
Prior Lasso 等等多种回归，方便起见这里不展开细说了. 

 

------------------------------------------------------------------------------- 

Elastic Net 回归： 

2005 年由 Zou 和 Hastie 提出，Elastic Net 回归综合了 𝐿1、𝐿2 正则化，混合了两种约束
条件，可以通过控制混合参数决定何种正则化占何种地位. 

当样本量 𝑛 小于自变量数量 𝑝 时，Lasso 回归只能选取至多 𝑛 个自变量且倾向于从任何
一组高度相关的自变量中；即使在 𝑛 > 𝑝 时，面对强相关的自变量岭回归通常效果比
Lasso 好很多. 

 

------------------------------------------------------------------------------- 

 

L 
1-norm L 

2-norm
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主成分估计与主成分回归： 

主成分回归（PCR）是基于主成分分析理论 PCA 的，是将 PCA 技术应用于回归系数估
计的手段. 
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------------------------------------------------------------------------------- 

 

LOWESS：局部加权最小二乘估计 

*** 

 

------------------------------------------------------------------------------- 

 

PLS：偏最小二乘估计 

*** 
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附录：收敛性定义 

1. 函数列的点态收敛  𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

𝒇𝒏(𝒙) = 𝒇(𝒙) 

对给定的一点𝑥0，∀휀 > 0，∃𝑁 ∈ ℕ
+，𝑠. 𝑡.  ∀𝑛 > 𝑁，|𝑓𝑛(𝑥0) − 𝑓(𝑥0)| < 휀 

2. 一致收敛  𝒇𝒏(𝒙) ⇉ 𝒇(𝒙) (𝒏 → ∞) 

∀휀 > 0，∃𝑁 ∈ ℕ+，𝑠. 𝑡.  ∀𝑛 > 𝑁、∀𝑥 ∈ 𝐸，|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| < 휀 

3. 近一致收敛 

∀𝛿 > 0，∃𝐸 的可测子集 𝐸𝛿，𝑠. 𝑡.在 𝐸\𝐸𝛿  上 {𝑓𝑛} 一致收敛于𝑓，且 𝑚(𝐸\𝐸𝛿) < 𝛿 

4. 几乎处处收敛  𝒇𝒏(𝒙) → 𝒇(𝒙) (𝒏 → ∞) 𝒂. 𝒆.  𝒙𝒏 ∈ 𝑬，概率测度下记为 𝒂. 𝒔. 

𝑚({𝑥: lim
𝑛→∞

𝑓𝑛(𝑥) ≠ 𝑓(𝑥)}) = 0  

即𝑓𝑛(𝑥) → 𝑓(𝑥)几乎对所有𝑥 ∈ 𝐸成立，不成立点的集合为零测集. 

5. 依测度收敛 

∀휀 > 0， lim
𝑛→∞

𝑚(𝑥: |𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≥ 휀) = 0 

依测度收敛可能无处收敛，处处收敛也可能不依测度收敛. 

·但若 𝑚(𝐸) < ∞ (例如在概率空间的意义下)且 {𝑓𝑛} 几乎处处有限，若 𝑓𝑛
𝑎.𝑒.
→ 𝑓(𝑥)，则

{𝑓𝑛} 依测度收敛到 𝑓. 

·同上，若 𝑚(𝐸) < ∞，则 𝑓𝑛 依测度收敛到 𝑓 充要条件是 {𝑓𝑛} 的任何子列 {𝑓𝑛𝑘}，都存

在处处收敛的二级子列 {𝑓𝑛𝑘𝑗
}. 

·Riesz 定理：若 𝑓𝑛 依测度收敛到 𝑓，则存在几乎处处收敛的子列 {𝑓𝑛𝑘}. 

·Его́ров 定理：设𝑓、{𝑓𝑛}分别是定义在可测集 𝐸 上的可测函数和可测函数列且几乎处

处有限，并且𝑚(𝐸) < ∞，如果 𝑓𝑛 → 𝑓(𝑥), 𝑛 → ∞  𝑎. 𝑒. 𝑥 ∈ 𝐸，则 {𝑓𝑛} 近一致收敛于 𝑓. 

·Лузин 定理和多维推广：设 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℂ上的 Lebesgue 可测函数(记𝜇是ℝ𝑛上的正则

𝐵𝑜𝑟𝑒𝑙测度，𝑓:ℝ𝑛 → ℝ𝑚上的𝜇可测函数，𝑋是ℝ𝑛中𝜇可测集且𝜇(𝑋)Κ < ∞)，则∀휀 > 0，

存在紧集𝐸(存在𝑋中的紧急𝐾)，𝑠. 𝑡.𝑚([𝑎, 𝑏]\𝐸) < 휀(𝜇(𝑋\𝐾) < 휀)，且 𝑓 在其上连续. 

·Лузин 定理推论：任意可测函数存在一列几乎处处收敛于其的连续函数. 

6. 依 Lp 意义收敛 (p 次幂平均收敛) 

lim
𝑛→∞

∫|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)|
𝑝

 

𝐸

𝑑𝑥 = 0                                                                                                      

7. 函数列的依范数收敛 

lim
𝑛→∞

‖𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)‖ = 0  
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8. 弱收敛  𝒙𝒏
𝑾
→𝒙、称 w-𝐥𝐢𝐦

𝒏→∞
𝒙𝒏 = 𝒙 为弱极限 

X 是赋范线性空间,X 的对偶空间为 X’，对于 X 中的点列 {𝑥𝑛}，若 ∃𝑥 ∈ X 𝑠. 𝑡. ∀𝑓 ∈ X’ 

都有 𝑓𝑛(𝑥) 依范数收敛到 𝑓(𝑥)，则称 {𝑥𝑛} 弱收敛到 𝑥. 

9. 弱*收敛  𝒇𝒏
𝑾∗
→ 𝒇、称 w*-𝐥𝐢𝐦

𝒏→∞
𝒇𝒏(𝒙) = 𝒇(𝒙) 为弱*极限 

对于 X’中的点列 {𝑓𝑛}，若 ∃𝑥 ∈ X 𝑠. 𝑡. ∀𝑓 ∈ X’ 都有 𝑓𝑛(𝑥) 依范数收敛到 𝑓(𝑥)，则称 {𝑓𝑛}

弱*收敛到 𝑥.  

10. 强收敛 

即点态的依测度收敛. 

11. 依分布收敛 (⇔分布函数的弱 ∗收敛)  𝑭𝒏
𝑾
→𝑭或𝑿𝒏

𝑳
→𝑿 

随机变量 𝑋, 𝑋1, 𝑋2, . ..的分布函数分别为 𝐹(𝑥), 𝐹1(𝑥), 𝐹2(𝑥), . ..，若 𝐹(𝑥) 的任意连续点 𝑥，

有 lim
𝑛→∞

𝐹𝑛(𝑥) = 𝐹(𝑥)，则称随机变量序列 {𝑋𝑛} 依分布收敛于 𝑋. 

12. 以概率 1 收敛 (⇔概率意义下的几乎处处收敛，应用有强大数率、强相合性)  𝑿𝒏
𝒂.𝒔.
→ 𝑿 

𝑃 ({𝑋: lim
𝑛→∞

𝑋𝑛 = 𝑋}) = 1  

13. 依概率收敛 (⇔依概率测度收敛，应用有弱大数率、弱相合性)  𝑿𝒏
𝑷
→𝑿 

∀휀 > 0， lim
𝑛→∞

𝑃(|𝑋𝑛 − 𝑋| ≥ 휀) = 0 

·以概率 1收敛(几乎处处收敛)一定依概率收敛. 

·依概率收敛一定依分布收敛. 

14. p 阶收敛 (特别地，𝒑 = 𝟐时称均方收敛) 

lim
𝑛→∞

𝔼(|𝑋𝑛 − 𝑋|
𝑝) = 0  

·均方收敛一定依概率收敛，这可以由 Чебышёв (切比雪夫)不等式证明. 

 

三个重要的收敛定理/极限与积分交换次序定理 

1. Beppo Levi 非负渐升列积分定理 

设置定义在 E 上非负可测函数渐升列 {𝑓𝑛(𝑥)} 满足 𝑓1(𝑥) ≤ 𝑓2(𝑥) ≤. . . ≤ 𝑓𝑘(𝑥) ≤. ..，且有 

lim
𝑛→∞

𝑓𝑛(𝑥) = 𝑓(𝑥), 𝑎. 𝑒.  𝑥 ∈ 𝐸，则 lim
𝑛→∞

∫𝑓𝑛(𝑥)
 

𝐸

𝑑𝑥

= ∫𝑓(𝑥)
 

𝐸

𝑑𝑥.                                                   

·引理：非负可积函数是几乎处处有限的. 
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·非负可积渐降列积分定理 

对于 E 上的非负渐降列 {𝑓𝑛(𝑥)}，如在 E 上还是可积的，且有 lim
𝑛→∞

𝑓𝑛(𝑥) = 

𝑓(𝑥), 𝑎. 𝑒.  𝑥 ∈ 𝐸，则 lim
𝑛→∞

∫𝑓𝑛(𝑥)
 

𝐸

𝑑𝑥 = ∫𝑓(𝑥)
 

𝐸

𝑑𝑥.                                             

2. Fatou 引理 

若 {𝑓𝑛(𝑥)} 是 E 上的非负可测函数列，则 

∫ lim
𝑛→∞

𝑓𝑛(𝑥)
 

𝐸

𝑑𝑥 ≤ lim
𝑛→∞

∫𝑓𝑛(𝑥)
 

𝐸

𝑑𝑥 

·当存在 E 上的可积非负函数 𝑔(𝑥)，使得对任意的 𝑛 有 𝑓𝑛(𝑥) ≥ 𝑔(𝑥) 𝑎. 𝑒.，则可以将

Fatou 引理适用范围推广至值域为扩展实数轴的 {𝑓𝑛(𝑥)}. 

·假设函数列几乎处处收敛到 𝑓 或依测度收敛到 𝑓，命题仍然成立，有 

∫𝑓(𝑥)
 

𝐸

𝑑𝑥 ≤ lim
𝑛→∞

∫𝑓𝑛(𝑥)
 

𝐸

𝑑𝑥 

·反向的 Fatou引理 

设 {𝑓𝑛(𝑥)} 是 E 上的值域为扩展实数域的可测函数列，若存在 E 上的可积非负函

数 𝑔(𝑥)，使得对任意的 𝑛 有 𝑓𝑛(𝑥) ≤ 𝑔(𝑥) 𝑎. 𝑒.，则 

∫ lim
𝑛→∞

𝑓𝑛(𝑥)
 

𝐸

𝑑𝑥 ≥ lim
𝑛→∞

∫𝑓𝑛(𝑥)
 

𝐸

𝑑𝑥 

·备注：上下极限可以等价改写 

lim
𝑛→∞

𝑓𝑛(𝑥) = lim
𝑛→∞

inf 𝑓𝑛(𝑥) , lim
𝑛→∞

𝑓𝑛(𝑥) = lim
𝑛→∞

sup𝑓𝑛(𝑥) 

3. Lebesgue 控制收敛定理 

设 𝑓𝑛 ∈ L(𝐸), 𝑛 = 1,2, . ..(即任意 𝑛，𝑓𝑛 是 E 上的可积函数)，且 

lim
𝑛→∞

𝑓𝑛(𝑥) = 𝑓(𝑥),    𝑎. 𝑒.  𝑥 ∈ 𝐸 

若存在 E 上的可积函数 𝐹(𝑥) 使得 

|𝑓𝑛(𝑥)| ≤ 𝐹(𝑥),    𝑎. 𝑒.  𝑥 ∈ 𝐸  (𝑛 = 1,2, . . . ) 

则 𝑓𝑛(𝑥) 在 E 上依 L1意义收敛于 𝑓，于是得到一个更常用的结论 

lim
𝑛→∞

∫𝑓𝑛(𝑥)
 

𝐸

𝑑𝑥 = ∫𝑓(𝑥)
 

𝐸

𝑑𝑥 

·依测度收敛的控制收敛定理 

设 𝑓𝑛 ∈ L(ℝ
𝑘), 𝑛 = 1,2, . ..(即任意 𝑛，𝑓𝑛 是ℝ

𝑘上的可积函数)，且 𝑓𝑛 在 ℝ
𝑘  上依测

度收敛到 𝑓，若存在 ℝ𝑘 上的可积函数 𝐹(𝑥) 使得 

|𝑓𝑛(𝑥)| ≤ 𝐹(𝑥),    𝑎. 𝑒.  𝑥 ∈ ℝ
𝑘   (𝑛 = 1,2, . . . ) 

则 𝑓𝑛(𝑥) 在 ℝ
𝑘  上依 L1 意义收敛于 𝑓，同样地，有 

lim
𝑛→∞

∫𝑓𝑛(𝑥)
 

𝐸

𝑑𝑥 = ∫𝑓(𝑥)
 

𝐸

𝑑𝑥 
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附录：逻辑斯蒂回归 

Logistic 回归总体而言是一种广义线性模型，用以解决单个因变量的分类问题，对应分类变量的问题；

区别于对数线性模型，对应关于列联表的变量的问题. 

1. Logistic 变换及 Logistic 线性回归模型 

Logistic 回归是一种对数几率模型 (Logit model)，为了因变量为离散变量时进行回归而提出，即对分类

问题进行回归，例如利用 Logistic 回归，可以通过样本的回归判断任意指定的一个拥有某 BMI 指数的

人是否大概率患有心血管病（二分类、二值回归）、仅由某人的一些面部特征数据判断他是成年女士、

成年男士还是未成年儿童等等，这些都可以通过 Logistic 回归实现. 

 

Logistic 分布：一种指数族分布，设 𝑋 为连续型随机变量 CDF 与 PDF 分别为： 

𝐹(𝑥) =
1

1 + 𝑒
−
𝑥−𝜇
𝛾

=
1

2
+
1

2
tanh (

𝑥 − 𝜇

2𝛾
)，𝑥 ∈ ℝ      

𝑓(𝑥) =
𝑒
−
𝑥−𝜇
𝛾

𝛾(1 + 𝑒
−
𝑥−𝜇
𝛾 )2

=
1

4𝛾
sech2 (

𝑥 − 𝜇

2𝛾
)，𝑥 ∈ ℝ 

其中称 𝜇 为位置参数，𝛾 > 0 为形状参数；𝐹(𝑥) 是一条 S 形曲线，𝑓(𝑥) 关于 𝑥 = 𝜇 对称；𝛾 越大越厚

尾，而在 𝑥 = 𝜇 附近增长越慢. 

特别地，对于二值 Logistic 回归，常常令(𝑌 = 1 | 𝑥) =
𝑒𝜷𝑿

1+𝑒𝜷𝑿
，𝑃(𝑌 = 0 | 𝑥) =

1

1+𝑒𝜷𝑿
即服从 Logistic 分布. 

 
 

 

由于理想的分类函数是符号函数 sign( ) 并不可微，（对二值 Logistic回归）提出对 𝑌 进行 Logistic 变换，

等价于“优势比的对数等于 𝜷𝑿 ”. Logistic 变换是针对因变量 𝑌 为离散变量（属性数据）且回归函数

为 Logistic 函数的变换，通过这种方式使原函数线性化、成为关于 𝑍 的线性函数；假设 𝑋 为自变量而

 𝑌 为因变量，记 𝜷 为系数向量、𝑿 为设计矩阵，其中 𝜷 常取极大似然估计 MLE，定义 Logistic 函数： 

𝑃(𝑌 | 𝑋) =
𝑒𝜷𝑿

1 + 𝑒𝜷𝑿
 (Logistic函数) 

Logistic 函数是一种定义域为 ℝ、值域为 (−1,1) 的非线性函数，但通过 Logistic 变换可以线性化： 
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𝑍 = log (
𝑌

1 − 𝑌
) 

这就是 Logistic 变换. 

 

 

由于概率 𝑦 = 𝑃(𝑌 = 1 | 𝑋) 的值取值在 0 到 1 之间，如若把 𝑦 假设为多项式函数等取值在 0 到 1 之间

的函数是不合适的，需要做一个映射处理，这个目的常用一些变换得到，例如： 

① Logistic 变换：𝑓(𝑦) = log
𝑦

1−𝑦
，特别地在 Logistic 线性模型中 𝑓(𝑦) = 𝜷𝑿 

② Probit 变换：𝑓(𝑦) = Φ−1(𝑦) 

③ 双对数变换：𝑓(𝑦) = log(− log(1 − 𝑦)) 

其中就包括 Logistic 变换，实质是 Logistic 函数的逆. 这样变换以后再假设 𝑓(𝑦) = 𝜷𝑿 服从某回归模

型，譬如在线性回归模型中 𝑓(𝑦) = 𝜷𝑿，从而拟合 𝑝. 容易看出，相合性检验比独立性检验更深入，进

一步地 Logistic 回归比相合性检验更深入，他直接给出了一个可能的关系式. 

二值 Logistic 回归模型：假设响应变量即因变量 𝑌 仅有两个状态，我们分别用 0 和 1 表示，现研究 𝑦 =

𝑃(𝑌 = 1)，若一共有 𝑘 个因素 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑘  影响𝑌 的取值，则称 

log
𝑦

1 − 𝑦
= 𝑔(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑘) 

为二值 Logistic 回归模型，简称 Logistic 回归模型. 

当 𝑔(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑘) 为一个线性函数时称为 Logistic 线性回归模型，即： 

log
𝑦

1 − 𝑦
= 𝜷𝑿 = 𝛽0 +∑𝛽𝑖𝑥𝑖

𝑘

𝑖=1

 

容易知道 𝑦 服从 Logistic 分布，即 𝑦 = 𝑃(𝑌 = 1|𝑋) =
exp(𝜷𝑿)

1+exp(𝜷𝑿)
，1 − 𝑦 = 𝑃(𝑌 = 0|𝑋) =

1

1+exp(𝜷𝑿)
，这样设

置可以让 𝑃(𝑌 = 1|𝑋) 的回归系数使得 𝜷𝑿 = 0；𝜷 取其 MLE. 

当协变量向量一共有 𝑡 种而第 𝑖 种有 𝑛𝑖  个，其中有 𝑟𝑖 个响应变量值为 1 而有 𝑛𝑖 − 𝑟𝑖  个取值为 0，参数

𝜷 的似然函数为 

∏(𝑃(𝑌 = 1|𝑋))
𝑟𝑖(𝑃(𝑌 = 0|𝑋))

𝑛𝑖−𝑟𝑖

𝑡

𝑖=1

=∏(
𝑒𝛽0+𝛽1𝑥1+𝛽2𝑥2+...+𝛽𝑛𝑥𝑛

1 + 𝑒𝛽0+𝛽1𝑥1+𝛽2𝑥2+...+𝛽𝑛𝑥𝑛
)

𝑟𝑖

(
1

1 + 𝑒𝛽0+𝛽1𝑥1+𝛽2𝑥2+...+𝛽𝑛𝑥𝑛
)
𝑛𝑖−𝑟𝑖

𝑡

𝑖=1

 

若将上式记为 sup 𝐿，则有 

−2 logΛ = −2 log
(
𝑛𝑌=1
𝑛
)
𝑛𝑌=1

(
𝑛𝑌=0
𝑛
)
𝑛𝑌=0

sup 𝐿
 ~
L
 𝜒2(1) 
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MLE准则下 Logistic回归损失函数：交叉熵   记 𝑃(𝑌 = 1 | 𝑋) = 𝑝(𝑥) 

交叉熵 = 𝐊𝐋散度 +信息熵：−∑𝑝(𝑥𝑖) log(1 − 𝑝(𝑥𝑖))

𝑛

𝑖=1

= 𝐷𝐾𝐿(𝑝||1 − 𝑝) −∑𝑝(𝑥𝑖) log 𝑝(𝑥𝑖)

𝑛

𝑖=1

 

* 为什么 Logistic 回归中 𝜷 取其 MLE 而非于线性回归中更常用的、一定条件下具有优良性质的普通

最小二乘估计 OLS？换句话说，在均方误差 MSE 意义下得到的最佳估计便是 OLS，那为什么损失函

数不再选用 MSE（而考虑交叉熵），进而用 MLE 代替 OLS？ 

答： 

①     本质原因是分类问题中属性的分布是多项分布（二值 Logistic 回归中是二项分布），

并没有做残差正态分布的假设；在普通线性回归中我们有正态残差假设. 

注意：此处值得指出的是 OLS 是非参数方法，MLE 是参数统计方法，这正好适用于

Logistic 回归问题；最小二乘方法是一个凸优化的问题，MSE 综合了无偏性与 SSE 的值， 

MSE =  𝑛 ⋅ SSE，然而这个问题下 MSE 准则得到的损失函数不是凸优化问题，极大似然的

方法不一定是凸优化问题，不过在此处成立——凸性拥有极好的优化性质；OLS 可以视作

使得残差在 𝐿2 范数意义下最小的最优解，即使得 SSE 最小，MLE 是使得似然函数最大的

最优解. 

正态残差假设是普通线性回归中OLS具有很好的一些性质所必要的前提（参考Gauss–

Markov theorem 的条件），这时 OLS 是一致最小方差无偏估计，是最佳线无偏估计；甚至

在一些 MLE 如残差是有偏的，因此 Gauss–Markov 假设、正态残差假设成立情况下，在线

性回归中一般考虑 OLS 而非 MLE. 

但对于分类问题，在属性服从多项分布的假定下 OLS 并没有 Gauss–Markov 假设下普

通线性回归的那些优良性质，而参数的 MLE 具有此时具有无偏性、渐进正态性等性质，

所以考虑 MLE，而 MLE 准则下的损失函数就是交叉熵，当然这只是考虑 MLE 一方面的

原因. 也可以说，他们的不同可以讲是源自提出的假设不同，这是问题实际情况决定的. 

②     最小二乘损失函数，或者讲 MSE 在这种情况下是非凸的，Hessian 矩阵非正定，难以

数值迭代最优化，算法很有可能收敛到某局部最优解；但似然函数是可导凸函数，拥有唯

一的最优解，局部最优解等价于全局最优解，总能收敛到最优点. 

③     MSE 损失函数在靠近 0 和 1 时存在梯度消失的现象，同时似然损失函数的梯度只与

参数有关，与 Logistic 函数的梯度无关：一元 Logistic 函数导数最大值点在四分之一处，

可能会导致其他损失函数参数更近变慢. 

④     MSE 损失函数的学习比交叉熵慢很多，对错误分类惩罚不够重，当损失函数为交叉

熵（负对数似然）时样本分类错误越严重惩罚会越严重，呈，也会在导数最大点附近急剧

减小，而最小二乘损失函数相对而言变化平缓，并不“陡峭”，响应不够敏感. 

𝑝𝑟𝑜𝑜𝑓： 

① 𝑤 = 𝜷𝑿，二项分布假设，记 𝑃(𝑌 = 1 | 𝑋) = 𝑝(𝑥)，𝑃(𝑌 = 0 | 𝑋) = 1 − 𝑝(𝑥) 

𝑙(𝑤) = log(𝐿(𝑤)) = log (∏(𝑝(𝑥𝑖))
𝑦𝑖
(1 − 𝑝(𝑥𝑖))

1−𝑦𝑖

𝑛

𝑖=1

) 

          =∑(𝑦𝑖 log (
𝑝(𝑥𝑖)

1 − 𝑝(𝑥𝑖)
) + log(1 − 𝑝(𝑥𝑖)))

𝑛

𝑖=1
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          =∑[𝑦𝑖𝑤𝑥𝑖 − log(1 + 𝑒
𝑤𝑥𝑖)]

𝑛

𝑖=1

= −𝑛 𝐽(𝑤)   ⇔   交叉熵损失函数梯度为 0 

② 利用下文③的结果， 

𝜕2𝑀𝑆𝐸

𝜕𝑤2
=∑�̂�𝑖(1 − �̂�𝑖)𝑥𝑖

2(−𝑦𝑖 + 2(1 + 𝑦𝑖)�̂�𝑖 − 3�̂�𝑖
2)

𝑛

𝑖=1

 

由于 𝑦𝑖  只取 0 或 1，可以导出 MSE 二阶导数不一定总大于 0. 

③ 假设损失函数为 MSE 

𝜕𝑀𝑆𝐸

𝜕𝑤
=
𝜕∑(�̂�𝑖 − 𝑦𝑖)

2

𝜕𝑤
=∑2(�̂�𝑖 − 𝑦𝑖)

𝜕(�̂�𝑖 − 𝑦𝑖)

𝜕𝑤

𝑛

𝑖=1

=∑2(�̂�𝑖 − 𝑦𝑖)
𝜕 (

1
1 + 𝑒−𝑤𝑥𝑖

)

𝜕𝑤

𝑛

𝑖=1

 

            =∑2(�̂�𝑖 − 𝑦𝑖) (
1

1 + 𝑒−𝑤𝑥𝑖
)
2

𝑒−𝑤𝑥𝑖𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

=∑2(�̂�𝑖 − 𝑦𝑖)[�̂�𝑖(1 − �̂�𝑖)𝑥𝑖]

𝑛

𝑖=1

 

可以看出在 �̂�𝑖  靠近 0 或 1 时梯度趋近于 0，不能有效迭代. 

Logistic回归模型的解释 

log
𝑦

1 − 𝑦
= 𝜷𝑿 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥1 + 𝛽2𝑥2+. . . +𝛽𝑛𝑥𝑛 

我们认为，若 𝑥𝑖  增加 1，则优势比 
𝑦

1−𝑦
=
𝑃(𝑌=1 | 𝑋)

𝑃(𝑌=0 | 𝑋)
 增长至原来的 𝑒𝛽𝑖  倍. 

对于自变量都是定量数据的问题， log
𝑦

1−𝑦
 一般用 log

�̂�

1−�̂�
= log

𝑟𝑘

𝑛𝑖−𝑟𝑘
 进行估计，其中 𝑟𝑘 是 𝑘 组观测数

据的组合中取 1 的自变量的个数、𝑛𝑘  为观测值个数，但当 𝑟𝑘 = 0 𝑜𝑟 1 时情况有些麻烦，通常在 𝑟𝑘 = 0

时用 log
0.5

𝑛𝑘+0.5
 代替 log

𝑟𝑘

𝑛−𝑟𝑘
，在 𝑟𝑘 = 𝑛𝑖  时用 log

𝑛𝑘+0.5

0.5
 代替 log

𝑟𝑘

𝑛−𝑟𝑘
，在 0 < 𝑟𝑘 < 𝑛𝑘  时用 log

𝑟𝑘+0.5

𝑛𝑖−𝑟𝑘+0.5
 

代替 log
𝑟𝑘

𝑛−𝑟𝑘
. 

𝑦 = 𝑃(𝑌 = 1 | 𝑋) ≈ 0或 1(𝑦 ≈ 0即 1 − 𝑦 = 𝑃(𝑌 = 0 | 𝑋) ≈ 1)时我们认为自变量对因变量  𝑌 影响很

小而且非常有可能实际的因变量取值就是 0或 1，而当 𝑦 = 𝑃(𝑌 = 1 | 𝑋) = 0.5 时认为自变量对因变量

取值的影响很大，毕竟直观理解起来是因变量取两个可能值的概率都是 0.5. 

得到模型后，做预测时再将 𝑦 = 𝑃(𝑌 = 1 | 𝑋) 作映射，根据实际问题情况规定大于某值时取因变量为

1，反之取为 0，比方可以取这个分界点为 0.5，这样便得到了一个分类. 

2. 含有名义数据的二分类 Logistic 线性回归模型 

例如要研究年龄、血型与死亡率之间的关系，年龄为定量数据而血型为名义数据. 通常血型大致可以分

为四种：A 型、B 型、AB 型和 O 型，不能在 Logistic 回归中简单令离散随机变量 𝑄，让 A 型⇔ 𝑄 = 1，

B 型⇔ 𝑄 = 2，…  因为这样使四种血型间有了顺序关系，事实上他们只作为名义数据，相互之间并没

有大小之分，更没有“3 倍的 A 型血型等于 AB 型血型”的荒谬说法；应设三个随机变量 𝑄1、𝑄2、𝑄3，

选取一个名义数据作为基线，例如O型血：A型⇔ 𝑄1 = 1 ⇔ 𝑄 = (1,0,0)，B型⇔ 𝑄2 = 2 ⇔ 𝑄 = (0,1,0)，

AB 型⇔ 𝑄3 = 1 ⇔ 𝑄 = (0,0,1)，O 型⇔ 𝑄 = (−1,−1,−1)，Logistic 回归模型为： 

log
𝑦

1 − 𝑦
= 𝜇 + 𝛽1 ⋅ 𝑎𝑔𝑒 + 𝛾1𝑄1 + 𝛾2𝑄2 + 𝛾3𝑄3 
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此外，由上式还可以分别得到四种血型情况下的年龄与死亡率的关系的回归方程. 

因此对于含有名义数据的二分类 Logistic 线性回归模型，设有 𝑛 维定量数据、𝑗 维名义数据，𝜷 表示定

量数据的系数向量、𝜸 表示名义数据的系数向量，𝜷、𝜸 的估计取其 MLE，每种定性数据只需要引进一

个变量，而 𝒋 维名义数据需要引进 𝒋 − 𝟏 个变量，这种办法叫基线法，第 𝑗 个变量既可以取 𝑗 − 1 个变

量都取零也可以都取负一，根据问题要求而定，有 

Logistic 线性回归模型： 

log
𝑦

1 − 𝑦
= 𝜇 + 𝛽1𝑥1 +⋯+ 𝛽𝑛𝑥𝑛 + 𝛾1𝜆1+. . . +𝛾𝑗𝜆𝑗−1 

Logistic 线性回归方程： 

log
�̂�

1 − �̂�
= �̂� + �̂�1𝑥1 +⋯+ �̂�𝑛𝑥𝑛 + 𝛾1𝜆1+. . . +𝛾𝑗𝜆𝑗−1 

配合四格表独立性检验，当不独立性显著时进行 Logistic 回归更有说服力. 

3. 含有有序数据的二分类 Logistic 线性回归模型 

例如文化程度，小学以下、小学、初中、高中、大学及以上分别可以用 0、1、2、3、4 表示，这是一

组有序数据，可以认为他们之间是有大小的，每种有序数据也仅引进一个变量. 

方法一致. 

Logistic 线性回归模型： 

log
𝑦

1 − 𝑦
= 𝜇 + 𝜷𝐴 + 𝜸𝐵 + 𝝂𝐶 

Logistic 线性回归方程： 

log
�̂�

1 − �̂�
= �̂� + �̂�𝐴 + �̂�𝐵 + �̂�𝐶 

𝐶 即有序数据. 

4. Logistic 判别分析 

对于 Logistic 回归方程，假设 log
�̂�

1−�̂�
= �̂� + �̂�𝐴 + �̂�𝐵 + �̂�𝐶，令 𝑢(𝐴, 𝐵, 𝐶) = �̂� + �̂�𝐴 + �̂�𝐵 + �̂�𝐶，当 𝑢 较

大认为 𝑌 = 1 概率较大，若取分界点为 0.5，则当 𝑢 > 0 时可以简单认为 𝑌 = 1 会发生；具体的判别方 

式与分界点的选取视实际问题的情况与需求而定. 

5. 多项 Logistic 回归 

多项 Logistic 回归中，假设因变量有多个可能的取值 (0,1, . . . , 𝑁)，基线法要求选取一个（常常是最后一个）

使得其 𝑤 = 𝜷𝑿 值为 0，其中 𝑿 为设计矩阵. 一般模型： 

log
𝑃(𝑌 = 0 | 𝑋)

𝑃(𝑌 = 𝑁 | 𝑋)
= 𝜇(0) + 𝛽

1

(0)𝑥1 +⋯+ 𝛽𝑛
(0)𝑥𝑛          

log
𝑃(𝑌 = 1 | 𝑋)

𝑃(𝑌 = 𝑁 | 𝑋)
= 𝜇(1) + 𝛽

1

(1)𝑥1 +⋯+ 𝛽𝑛
(1)𝑥𝑛          

. .. 
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log
𝑃(𝑌 = 𝑘 | 𝑋)

𝑃(𝑌 = 𝑁 | 𝑋)
= 𝜇(𝑘) + 𝛽

1

(𝑘)𝑥1 +⋯+ 𝛽𝑛
(𝑘)𝑥𝑛           

0 = log
𝑃(𝑌 = 𝑁 | 𝑋)

𝑃(𝑌 = 𝑁 | 𝑋)
= 𝜇(𝑁) + 𝛽

1

(𝑁)𝑥1 +⋯+ 𝛽𝑛
(𝑁)𝑥𝑛 

有约束∑𝑃(𝑌 = 𝑖 | 𝑋)

𝑁

𝑖=1

= 1                                            

𝜷(𝑘) 用极大似然估计 MLE 代替，  

𝑃(𝑌 = 𝑘 | 𝑋) =
exp(𝜇(𝑘) + 𝛽1

(𝑘)
𝑥1 +⋯+ 𝛽𝑛

(𝑘)
𝑥𝑛)

∑ exp(𝜇(𝑖) + 𝛽1
(𝑖)
𝑥1 +⋯+ 𝛽𝑛

(𝑖)
𝑥𝑛)

𝑁
𝑖=1

=
exp(𝜇(𝑘) + 𝛽1

(𝑘)
𝑥1 +⋯+ 𝛽𝑛

(𝑘)
𝑥𝑛)

1 + ∑ exp(𝜇(𝑖) + 𝛽1
(𝑖)
𝑥1 +⋯+ 𝛽𝑛

(𝑖)
𝑥𝑛)

𝑁−1
𝑖=1

               

特别地𝑃(𝑌 = 𝑁 | 𝑋) =
1

∑ exp(𝜇(𝑖) + 𝛽1
(𝑖)
𝑥1 +⋯+ 𝛽𝑛

(𝑖)
𝑥𝑛)

𝑁
𝑖=1

=
1

1 + ∑ exp(𝜇(𝑖) + 𝛽1
(𝑖)
𝑥1 +⋯+ 𝛽𝑛

(𝑖)
𝑥𝑛)

𝑁−1
𝑖=1

 

6. 如何利用计算机做 Logistic 回归？ 

R 语言：线性回归 

有必要先介绍一下线性回归如何操作，这就要先了解 lm() 函数. 

lm(formula, data, subset, weights, na.action, method = "qr", model = TRUE, x = FALSE, y = FALSE, qr = TRUE, singular.ok = 

TRUE, contrasts = NULL, offset, ...) 

 

重要参数的选择： 

·formula：模型的关系式，如 formula = Z~X+Y 表示拟合 𝑍 = 𝑋 + 𝑌 + 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑐𝑒𝑝𝑡 的线性模型，也可以写

作 formula = Z~X+Y+1，注意此时模型中有截距项；而 formula = Z~X+Y-1 表示拟合 𝑍 = 𝑋 + 𝑌 的线性模型，此

时不含截距项，事实上 formula 遵循 R 表达式的语法： 

“~”为变量类型的分隔，左边是响应变量，右边是解释变量； 

“+”用以隔开两个解释变量； 

“：”即连接两个变量表示他们的交互项，比如 formula = Z~X+Y+X : Y； 

“*”表示两个(或多个)变量自己与他们之间所有可能的交互项，例如 formula = Z~A*B*C，等价于

formula = Z~A+B+C+A : B+ A : C+ B: C+ A : B : C； 

“^”表示交互项次数，例如 formula = Z~(A+B+C)^2，等价于 formula = Z~ Z~A+B+C+A : B+ A : C+ B: C； 

“.”表示除因变量外所有变量，可以极大简化写法，比如 formula = Z~.； 

“-”移除某变量，例如 formula = Z~(A+B+C)^2- A : C，特别地“-1”表示删除截距项； 

“I()”将某变量进行算术平方，比如有 formula = Z~A+I((B+C)^2)，此时等价于 formula = Z~A+D，D

是一个新变量，值为 B 与 C 的和的平方； 

“function”可以在模型中使用一些函数，例如 formula = log(Z)~X+Y. 

·data：数据集，要求是数据框类型. 

·weights：应该被赋值“NULL”或一个数值向量，当赋值为“NULL”使用普通最小二乘法 OLS，当赋

值为数值向量则把他作为权重使用加权最小二乘估计 WLS（即最小化 sum(weights * e^2)）. 

·na.action：当数据包含“NA”时应该如何处理. 

a function which indicates what should happen when the data contain NAs. The default is set by the na.action setting of options, and 

is na.fail if that is unset. The ‘factory-fresh’ default is na.omit. Another possible value is NULL, no action. Value na.exclude can be useful. 

·method：目前只有 method = qr 可用，也可以选择 method = "model.frame"，会返回模型数据库且不进行

https://www.rdocumentation.org/link/options?package=stats&version=3.6.2
https://www.rdocumentation.org/link/na.fail?package=stats&version=3.6.2
https://www.rdocumentation.org/link/na.omit?package=stats&version=3.6.2
https://www.rdocumentation.org/link/na.exclude?package=stats&version=3.6.2
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拟合，和 model = TRUE 效果相同. 

·data：数据集，要求是数据框类型. 

·data：数据集，要求是数据框类型. 

·剩下的一些参数不是很重要，比如 subset 可以选择一个用来观察的子集. 

lm() 除了进行线性回归还可以做单因素方差分析、协方差分析，不过后者有封装好的函数 aov() ，这个

函数实质也是在调用 lm() . 

lm() 参考文档 https://www.rdocumentation.org/packages/stats/versions/3.6.2/topics/lm 

aov() 参考文档 https://www.rdocumentation.org/packages/stats/versions/3.6.2/topics/aov 

 

关于模型的函数： 

·summary(fit) ：提供一个详细的结果，包括多种参数与指标，含部分以下函数列出的参数. 

 

·coefficients(fit) ：列出拟合的参数，包括截距(如果有). 

·cofint(fit) ：列出拟合参数的置信区间. 

·fitted(fit) ：列出预测值. 

·residuals(fit) ：列出残差. 

·vcov(fit) ：列出拟合参数的协方差阵. 

·AIC(fit)、BIC(fit) ：列出 AIC、BIC 统计量的值. 

·plot(fit) ：绘制一系列用以评价模型的回归诊断图，包含 Q-Q 图. 

·predict(fit, data) ：预测. 

 

R 语言线性回归的例子： 

dataSet <- read.csv("data.csv") 

 

fit <- lm(Effect ~ Gender + Age * Method, data = dataSet) 

summary(fit) 

 

https://www.rdocumentation.org/packages/stats/versions/3.6.2/topics/lm
https://www.rdocumentation.org/packages/stats/versions/3.6.2/topics/aov
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R 语言：Logistic 回归 

前文提到了线性回归函数 lm() ，这里我们需要广义线性回归函数 lm() 函数. 

glm(formula, family = gaussian, data, weights, subset, na.action, start = NULL, etastart, mustart, offset, control = list(…), 

model = TRUE, method = "glm.fit", x = FALSE, y = TRUE, singular.ok = TRUE, contrasts = NULL, …) 

glm.fit(x, y, weights = rep(1, nobs), start = NULL, etastart = NULL, mustart = NULL, offset = rep(0, nobs), family = gaussian(), 

control = list(), intercept = TRUE, singular.ok = TRUE) 

 

重要参数的选择： 

·family：选择相应变量分布的假设与连接函数，比如 family = binomal(link = 'logit') 表示响应变量分布假设

为二项分布，用 Logistic 函数作为连接函数，这时做的便是逻辑回归；family = binomal(link = 'probit') 表示响应

变量分布假设为二项分布，用 Probit 函数作为连接函数；family = poisson(link = 'identity') 表示响应变量分布假

设为泊松分布，用 𝑓(𝑥) = 𝑥 作为连接函数. 

·control：控制误差与最大迭代次数，例如 control = list(epsilon=1e-8, maxit=25) 中 epsilon 为终止准则的误

差，maxit 为最大迭代次数. 

glm() 参考文档 https://www.rdocumentation.org/packages/stats/versions/3.6.2/topics/glm 

 

R 语言 Logistic 回归的例子： 

dataSet <- read.csv("data.csv") 

 

fit <- glm(Effect ~ Gender + Age + Method, family = binomial(link = "logit"), data = dataSet, 

control = list(maxit = 200)) 

summary(fit) 

 

 

Python：Logistic 回归 (sklearn库) 

1. import pandas as pd   

2. import sklearn as sl   

3.    

4.    

5. data = pd.read_csv('data.csv')   

6.    

7. X = data.loc[:, ['Gender']]   

8. Y = data.loc[:, ['Effect']]   

9.    

10.    

11. model = sl.linear_model.LogisticRegression()  # Logistic Regression (逻辑回归)   

12. model.fit(X, Y)   

13. pre = model.predict(X)   

14. print("Line regression predict result: ", pre)   

15.    

16. epsilon = pd.sqrt(sl.metrics.mean_squared_error(Y, pre))   

17. print("Line regression mean squared error: ", epsilon)   

 

7. 参数的选取：信息准则 

https://www.rdocumentation.org/packages/stats/versions/3.6.2/topics/glm


33 

 

AIC 

AIC 建立在信息论上，又称赤池信息量准则，是 KL 散度的估计量；一般假设模型误差服从相互独立

的正态分布，记 𝑘 为参数的数量、𝑅𝑆𝑆 为残差平方和、𝐶 是依赖于数据的常量， 

𝐴𝐼𝐶 = 2𝑘 − 2 log �̂� = 2𝑘 + 𝑛 log 𝑅𝑆𝑆 − (𝑛 log 𝑛 + 2𝐶) 

由于 (𝑛 log 𝑛 + 2𝐶) 不影响相同一批数据不同模型 AIC 值的差别，所以可以只考虑 AIC 的一部分用以

对比 

𝐴𝐼𝐶 =
.
2𝑘 + 𝑛 log (

𝑅𝑆𝑆

𝑛
)或 2𝑘 + 𝑛 log 𝑅𝑆𝑆 

倾向于选择 AIC 较小的模型，当 𝑘 增大通常能“更多地拟合”，这会让似然函数最大值 �̂� 的值也增大

而使得 AIC 的值减小，但 𝑘 太大的时候会大大影响 AIC 的值使之也变得庞大，与其同时出现的问题是过拟

合，这是应该避免的情况，因此倾向于选择 AIC 小的模型. 

当样本量较小的时候一般更正 AIC 为 AICc，即更正后的赤池信息量准则，而 AICc 在样本量增加的

时候又会收敛到 AIC，可以证明在任何大小的样本量下都可以使用 AICc，同时还有另一种指标 AICu. 

𝐴𝐼𝐶𝑐 = 𝐴𝐼𝐶 +
2𝑘(𝑘 + 1)

𝑛 − 𝑘 − 1
=
.
log (

𝑅𝑆𝑆

𝑛
) +

𝑛 + 𝑘

𝑛 − 𝑘 − 2
 

𝐴𝐼𝐶𝑢 = log (
𝑅𝑆𝑆

𝑛 − 𝑘
) +

𝑛 + 𝑘

𝑛 − 𝑘 − 2
 

BIC 

BIC 又称贝叶斯信息量准则，BIC 对过量参数的惩罚比 AIC 更重，AIC 的惩罚是 2𝑘 而 BIC 的惩罚是

 𝑘 log 𝑛，因此应用 BIC 更容易选出一个参数更少的模型. 

𝐵𝐼𝐶 = 𝑘 log 𝑛 + 𝑛 log (
𝑅𝑆𝑆

𝑛
) 

其他信息准则 

我们还有 FIC、HQC 等准则与多种散度用来解决模型选择问题. 

AIC: https://en.wikipedia.org/wiki/Akaike_information_criterion 

BIC: https://en.wikipedia.org/wiki/Bayesian_information_criterion 

FIC: https://en.wikipedia.org/wiki/Focused_information_criterion 

HQC: https://en.wikipedia.org/wiki/Hannan%E2%80%93Quinn_information_criterion 

KL 散度: https://en.wikipedia.org/wiki/Kullback%E2%80%93Leibler_divergence 

JS 散度: https://en.wikipedia.org/wiki/Jensen%E2%80%93Shannon_divergence 

WAIC: https://en.wikipedia.org/wiki/Watanabe%E2%80%93Akaike_information_criterion 

 

8. 统计检验 

一般用 F 检验、Wald 检验、似然比检验和拉格朗日乘子检验来假设检验回归系数与 0 是否存在显著差

异（实质是对若干约束假设进行的检验），其中 Wald 检验在某些情况下会给出错误的结论，如标准误 𝑆𝐸 较

大时（比方数据比较极端，𝑃(𝑌 = 1 | 𝑋) 在某点激增）. 

这些内容过于复杂了，暂不打算深入讨论，仅简单说明. 

F 检验：原假设为 𝑘 个回归系数都为 0，备择假设为回归系数不全为 0，则 

𝐸𝑆𝑆
𝑘

  
𝑅𝑆𝑆

𝑛 − 𝑘 − 1
  
 ~
L
 𝐹(𝑘, 𝑛 − 𝑘 − 1) 

F 检验针对线性约束且需要满足随机扰动项满足误差正态分布，对误差分布没有假设时 F 检验失效，

https://en.wikipedia.org/wiki/Akaike_information_criterion
https://en.wikipedia.org/wiki/Bayesian_information_criterion
https://en.wikipedia.org/wiki/Focused_information_criterion
https://en.wikipedia.org/wiki/Hannan%E2%80%93Quinn_information_criterion
https://en.wikipedia.org/wiki/Kullback%E2%80%93Leibler_divergence
https://en.wikipedia.org/wiki/Jensen%E2%80%93Shannon_divergence
https://en.wikipedia.org/wiki/Watanabe%E2%80%93Akaike_information_criterion
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这时 Wald 检验会是个可能的不错选择. Wald 统计量是一个标准化后的二次型，Wald 检验是一致参数统计

方法，直接检验了参数的 MLE 与原假设的差异，这与似然比检验、得分检验底层逻辑上不同；更一般的

Wald 检验不仅能用来检验若干回归系数是否显著为 0，设原假设为 (𝛽𝑖1 , 𝛽𝑖2 , . . . , 𝛽𝑖𝑘) = 𝟎，即约束 𝑅𝛽 − 𝑞 =

0 成立，𝑊 = (𝑅�̂� − 𝑞)
𝑇
(𝑅�̂�2(𝑋𝑇𝑋)𝑅𝑇)−1(𝑅�̂� − 𝑞) ~

L
 𝜒2(𝑘)，𝑘 为约束个数，�̂�2 为残差方差的估计；特别地，

对于检验某一个回归系数是否显著为 0，Wald 检验的渐进分布为 

�̂�𝑗

𝑆𝐸�̂�𝑗
 ~
L
 𝑁(0,1) 

剩下的许多检验，不再赘述. 
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附录：方差分析 

*** 
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附录：Bayesian empirical likelihood for ridge and lasso regressions 

Bayesian 

empirical likelihood for ridge and lasso regressions.pdf
 


