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——分类问题的检验—— 

1. 分类数据的 Pearson 𝜒2 检验（分类问题） 

H0：类 𝐴𝑖  占比 𝑝𝑖 

H1：反之 

在 H0 成立条件下，检验统计量： 

𝜒2 =∑
(𝑛𝑖 − 𝑛𝑝𝑖)

2

𝑛𝑝𝑖

𝑘

𝑖=1

 ~
L
 𝜒2(𝑘 − 1) 

差平方的加权 =
差的平方

期望频数
 

其中 𝑘 为状态（类）的数目，𝑛𝑖  为观察到类 𝐴𝑖  的频数，𝑛 为总频数. 

拒绝域：𝜒2 > 𝜒𝛼
2(𝑘 − 1) 或者 p-value ≤ 𝛼，p-value = 𝑃( 𝜒2(𝑘 − 1)≥𝜒2) 

 

2. 分类数据的似然比检验（分类问题） 

H0：类 𝐴𝑖  占比 𝑝𝑖 

H1：反之 

在 H0 成立条件下，检验统计量： 

似然比 Λ =
 

𝑛!
𝑛1!. . . 𝑛𝑘!

𝑝1
𝑛1 . . . 𝑝𝑘

𝑛𝑘  

sup
𝑝1,...,𝑝𝑘

𝑛!
𝑛1!. . . 𝑛𝑘!

𝑝1′. . . 𝑝𝑘′
=∏(

𝑛𝑝𝑖
𝑛𝑖
)
𝑛𝑖

𝑘

𝑖=1

 

−2 log Λ = −2∑𝑛𝑖 log (
  𝑝𝑖   
𝑛𝑖
𝑛

)

𝑘

𝑖=1

 ~
L
 𝜒2(𝑘 − 1) 

其中 𝑝𝑖′ 为似然函数中类 𝐴𝑖  占比的变量，是未知的，在 sup 意义下等于其 MLE，即 (
𝑛𝑖

𝑛
)
𝑛𝑖
. 

拒绝域：−2 log Λ > 𝜒𝛼
2(𝑘 − 1) 

* 其实这两种方法的不同，实质是选用不同的方式衡量实际频数与期望频数的偏差. 

 

3. 带参数的分类数据的 𝜒2 检验 

H0：类 𝐴𝑖  占比 𝑝𝑖 

H1：反之 

在 H0 成立条件下，检验统计量： 

𝜒2 =∑
(𝑛𝑖 − 𝑛𝑝𝑖)

2

𝑛𝑝𝑖

𝑘

𝑖=1

 ~
L
 𝜒2(𝑘 − 𝑚 − 1) 

差平方的加权 =
差的平方

期望频数
 

其中 𝑚 为参数个数. 

拒绝域：𝜒2 > 𝜒𝛼
2(𝑘 − 1) 

4. 带参数的分类数据的似然比检验 

H0：类 𝐴𝑖  占比 𝑝𝑖 
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H1：反之 

在 H0 成立条件下，检验统计量： 

−2 log Λ = −2∑𝑛𝑖 log(
  𝑝𝑖  
𝑛𝑖
𝑛

)

𝑘

𝑖=1

 ~
L
 𝜒2(𝑘 −𝑚 − 1) 

拒绝域：−2 log Λ > 𝜒𝛼
2(𝑘 − 1) 
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——四格表—— 

1. 单侧给定的四格表独立性的 𝑈 检验与 𝜒2 检验 （两个相互独立的随机变量） 

下证明四格表中独立与不相关等价： 

proof:  对属性 A、B 赋值以便计算相关系数 

𝑋 = {
𝑎1  若观察值 ∈ 𝐴

𝑎2  若观察值 ∉ 𝐴
          𝑌 = {

𝑏1  若观察值 ∈ 𝐵

𝑏2  若观察值 ∉ 𝐵
 

𝔼(𝑋) = 𝑎1𝑝1+ + 𝑎2𝑝2+,   𝔼(𝑌) = 𝑏1𝑝+1 + 𝑏2𝑝+2  

𝔼(𝑋𝑌) = 𝑎1𝑏1𝑝11 + 𝑎1𝑏2𝑝12 + 𝑎2𝑏1𝑝21 + 𝑎2𝑏2𝑝22  

⇒  𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌) = 𝔼(𝑋𝑌) − 𝔼(𝑋)𝔼(𝑌) = (𝑎1 − 𝑎2)(𝑏1 − 𝑏2)(𝑝11 − 𝑝1+𝑝+1)  

证毕. 

此外易计算 𝑉𝑎𝑟(𝑋) = (𝑎1 − 𝑎2)
2𝑝1+𝑝2+、𝑉𝑎𝑟(𝑌) = (𝑏1 − 𝑏2)

2𝑝+1𝑝+2，进而相关系数 𝑟 =
𝑝11−𝑝1+𝑝+1

√𝑝1+𝑝2+𝑝+1𝑝+2
. 

记 𝑝1 = 𝑃(𝐵 | 𝐴) =
𝑝11

𝑝1+
，𝑝2 = 𝑃(𝐵 | 𝐴

𝑐) =
𝑝21

𝑝2+
， 

H0：𝑝1 = 𝑝2 (属性 A、B 相互独立) ⇔ 𝑝11 = 𝑝1+𝑝+1 

H1： ① 𝑝1 ≠ 𝑝2 (属性 A、B 不相互独立) 

② 𝑝1 > 𝑝2 (属性 A 中有属性 B 的比例高) 

③ 𝑝1 < 𝑝2 (属性 A 中有属性 B 的比例低) 

①属无方向检验，②、③属有方向检验. 

在 H0 成立条件下，检验统计量： 

𝑈 =
√𝑛(𝑛11𝑛22 − 𝑛12𝑛21)

√𝑛1+𝑛2+𝑛+1𝑛+2
 ~
L
 𝑁(0,1) 

𝜒2 = 𝑈2 ~
L
 𝜒2(1) 

  

 原假设 H0 备择假设 H1 水平𝛼拒绝域 p-value 

有方向检验 
      𝑝1 = 𝑝2 

属性 A、B 相互独立 

    𝑝1 > 𝑝2 

属性 A 中有属性 B 的比例高 
𝑈≥𝑈𝛼 

 𝑃( 𝑁(0,1)≥𝑈) = Φ(−𝑈) 

≤ 𝛼 

    𝑝1 < 𝑝2 

属性 A 中有属性 B 的比例低 
𝑈≤𝑈1−𝛼 

 𝑃( 𝑁(0,1)≤𝑈) = Φ(𝑈) 

≤ 𝛼 

无方向检验 

(独立性检验) 

    𝑝1 ≠ 𝑝2 

属性 A、B 不相互独立 
𝜒2≥𝜒𝛼

2(1) 
    𝑃( 𝜒2(1)≥𝜒2) 

≤ 𝛼 

 

2. 连续性修正 

Yates 修正： 

原假设 H0 备择假设 H1 修正检验统计量 

   𝑝1 = 𝑝2 

    𝑝1 > 𝑝2 𝑈 =
√𝑛 (𝑛11𝑛22 − 𝑛12𝑛21 −

𝑛
2
)

√𝑛1+𝑛2+𝑛+1𝑛+2
 

    𝑝1 < 𝑝2 𝑈 =
√𝑛 (𝑛11𝑛22 − 𝑛12𝑛21 +

𝑛
2
)

√𝑛1+𝑛2+𝑛+1𝑛+2
 

    𝑝1 ≠ 𝑝2 𝑈 =
𝑛 (|𝑛11𝑛22 − 𝑛12𝑛21| −

𝑛
2
)
2

𝑛1+𝑛2+𝑛+1𝑛+2
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3. 单侧给定的四格表独立性的似然比检验 （两个相互独立的随机变量） 

有方向的似然比检验较繁琐，仅讨论无方向的似然比检验. 

H0：𝑝1 = 𝑝2 (属性 A、B 相互独立) ⇔ 𝑝11 = 𝑝1+𝑝+1 

H1：𝑝1 ≠ 𝑝2 (属性 A、B 不相互独立) ⇔ 𝑝11 ≠ 𝑝1+𝑝+1 

在 H0 成立条件下，检验统计量： 

似然比 Λ =

sup
𝑝

(𝑝𝑛+1(1 − 𝑝)𝑛+2)

sup
𝑝1,𝑝2

(𝑝1
𝑛11(1 − 𝑝1)

𝑛12𝑝2
𝑛21(1 − 𝑝2)

𝑛22)
=

(
𝑛+1
𝑛
)
𝑛+1

(
𝑛+2
𝑛
)
𝑛+2

(
𝑛11
𝑛1+

)
𝑛11
(
𝑛12
𝑛1+

)
𝑛12
(
𝑛21
𝑛2+

)
𝑛21
(
𝑛22
𝑛2+

)
𝑛22

=∏∏(
𝑛𝑖+𝑛+𝑗

𝑛𝑛𝑖𝑗
)

𝑛𝑖𝑗2

𝑗=1

2

𝑖=1

 

−2 logΛ = −2∑∑𝑛𝑖𝑗 log (
𝑛𝑖+𝑛+𝑗

𝑛𝑛𝑖𝑗
)

2

𝑗=1

2

𝑖=1

 ~
L
 𝜒2(1) 

拒绝域：−2 log Λ > 𝜒𝛼
2(1) 

 

4. 双侧给定时四格表检验问题 （一个随机变量） 

同上，方法是一致的.+++ A 

5. 总体样本容量给定时四格表检验问题 （三个随机变量） 

同上，方法是一致的. 

6. 完全随机的四格表独立性的似然比检验 （四个相互独立的随机变量） 

同上，方法是一致的. 

7. Fisher 精确检验 

略 

8. 优比检验法 

称 
𝑝11

𝑝12
=

𝑃(𝐵 | 𝐴)

𝑃(𝐵𝑐 | 𝐴)
=

  
𝑝11
𝑝1+

  

𝑝12
𝑝1+

 为当个体拥有属性 A 时，有属性 B 相较于无属性 B 的优势； 

称 
𝑝21

𝑝22
=

𝑃(𝐵 | 𝐴𝑐)

𝑃(𝐵𝑐 | 𝐴𝑐)
=

  
𝑝21
𝑝2+

  

𝑝22
𝑝2+

 为当个体没有属性 A 时，有属性 B 相较于无属性 B 的优势. 

称这两个优势的比为优比(OR，即 odds ratio)，记作 𝜃 =
𝑝11𝑝22

𝑝12𝑝21
，四格表的优比是相合性的体现. 

优比有一些应用的意义： 

① OR = 1，说明属性 A 对属性 B 的发生不起作用，四格表独立； 

② OR > 1，说明属性 A 是危险因素，四格表正相合； 

③ OR < 1，说明属性 A 是保护因素，四格表负相合. 

有下述结论： 

⑴ 若在属性 A 的个体有属性 B 的比例比没有属性 A 的个体中有属性 B 的比例高，则 𝜃 > 1； 

⑵ 若在属性 A 的个体有属性 B 的比例比没有属性 A 的个体中有属性 B 的比例低，则 𝜃 < 1； 

⑶ 若属性 A 与属性 B 相互独立，则 𝜃 = 1.   ⇒  𝑝11𝑝22 = 𝑝12𝑝21 

记 𝜃 的估计 
𝑛11𝑛22

𝑛12𝑛21
 为 𝜃，有 

√𝑛(log 𝜃 − log 𝜃) ~
L
 𝑁 (0,

1

𝑝11
+

1

𝑝12
+

1

𝑝21
+

1

𝑝22
) 
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用 𝑝𝑖𝑗 的 MLE 代替 𝑝𝑖𝑗，则 

log 𝜃 − log 𝜃

√
1
𝑛11

+
1
𝑛12

+
1
𝑛21

+
1
𝑛22

 ~
L
 𝑁(0,1) 

H0：𝜃 = 1 (属性 A、B 相互独立) 

H1： ① 𝜃 ≠ 1 (属性 A 与 B 有关) 

② 𝜃 > 1 (有属性 A 的个体中有属性 B 的比例高) 

③ 𝜃 < 1 (有属性 A 的个体中有属性 B 的比例低) 

在 H0 成立条件下，检验统计量： 

𝑈 =
log 𝜃

√
1
𝑛11

+
1
𝑛12

+
1
𝑛21

+
1
𝑛22

 ~
L
 𝑁(0,1) 

𝜒2 = 𝑈2 ~
L
 𝜒2(1) 

 

 原假设 H0 备择假设 H1 水平𝛼拒绝域 p-value 

有方向检验 
      𝜃 = 1 

属性 A、B 相互独立 

    𝜃 > 1 

属性 A 中有属性 B 的比例高 
𝑈≥𝑈𝛼 

 𝑃( 𝑁(0,1)≥𝑈) = 𝛷(−𝑈) 

≤ 𝛼 

   𝜃 < 1 

属性 A 中有属性 B 的比例低 
𝑈≤−𝑈𝛼 

 𝑃( 𝑁(0,1)≤𝑈) = 𝛷(𝑈) 

≤ 𝛼 

无方向检验 

(独立性检验) 

    𝑝1 ≠ 𝑝2 

属性 A、B 有关 
𝜒2≥𝜒𝛼

2(1) 
    𝑃( 𝜒2(1)≥𝜒2) 

≤ 𝛼 

 

9. 边缘齐性检验（McNemar 𝜒2 检验与似然比检验） 

边缘齐性检验针对属性 A、B 不相互独立的特殊情况，用以检验两属性在所有个体中的比例是否相同；

除了边缘齐性，属性 A、B 不相互独立时一致性也是一个值得考虑的问题. 

边缘齐性指 𝑝1+ = 𝑝+1，即所有个体中拥有属性 A 的比例与拥有属性 B 的比例相一致，对于四格表而

言边缘齐性等价于对称性，这是由于 𝑝12 = 𝑝1+ − 𝑝11 = 𝑝+1 − 𝑝11 = 𝑝12. 

最典型的例子有：① 同一批疑似确诊的患者，分别用方法 A 和方法 B 进行检验，问两种不同的方法

诊断病人为阳性患者的效果是否一致；② 现有某专业一批学生的期中考试与期末考试不及格人数与

及格人数，检验期中考试挂科率与期末考试挂科率是否一致. 

H0：𝑝1+ = 𝑝+1 (所有个体中拥有属性 A 的比例与拥有属性 B 的比例相一致) 

H1：𝑝1+ ≠ 𝑝+1 

检验统计量： 

𝜒2 =∑∑
(𝑛𝑖𝑗 − 𝑛�̂�𝑖𝑗)

2

𝑛�̂�𝑖𝑗

2

𝑗=1

2

𝑖=1

=
(𝑛12 − 𝑛21)

2

𝑛12 + 𝑛21
 ~
L
 𝜒2(1) 

似然比 Λ =∏∏(
𝑛�̂�𝑖𝑗
𝑛𝑖𝑗

)

𝑛𝑖𝑗2

𝑗=1

2

𝑖=1

 

−2 log Λ = −2(𝑛12 log
𝑛12 + 𝑛21
2𝑛12

+ 𝑛21 log
𝑛12 + 𝑛21
2𝑛21

) ~
L
 𝜒2(1) 

拒绝域：𝜒2 > 𝜒𝛼
2(1) 或者 −2 logΛ > 𝜒𝛼

2(1)，p-value ≤ 𝛼，p-value = 𝑃( 𝜒2(1)≥𝜒2 𝑜𝑟 − 2 log Λ) 
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——二维列联表—— 

1. 二维列联表的 Pearson 𝜒2 检验（无方向检验、独立性检验） 

如果属性 A、B 相互独立，则应有 
𝑝1𝑗

𝑝1+
=. . . =

𝑝𝑟𝑗

𝑝𝑟+
=

𝑝1𝑗+...+𝑝𝑟𝑗

𝑝1++...+𝑝𝑟+
= 𝑝+𝑗   ⇒  二维列联表齐性与独立性等价. 

H0：两个属性相互独立 (
𝑝1𝑗

𝑝1+
=. . . =

𝑝𝑟𝑗

𝑝𝑟+
= 𝑝+𝑗) 

H1：两个属性不相互独立 

在 H0 成立条件下，检验统计量： 

�̂�𝑖𝑗 =
𝑛𝑖+𝑛+𝑗

𝑛2
 

𝜒2 =∑∑
(𝑛𝑖𝑗 − 𝑛�̂�𝑖𝑗)

2

𝑛�̂�𝑖𝑗

𝑐

𝑗=1

𝑟

𝑖=1

=∑∑
𝑛𝑖𝑗
2

  
𝑛𝑖+𝑛+𝑗
𝑛

  

𝑐

𝑗=1

𝑟

𝑖=1

− 𝑛  ~
L
 𝜒2((𝑟 − 1)(𝑘 − 1)) 

其中 𝑟、𝑐 分别是二维列联表的行数与列数. 

拒绝域：𝜒2≥𝜒𝛼
2((𝑟 − 1)(𝑘 − 1)) 或者 p-value ≤ 𝛼，p-value = 𝑃( 𝜒2((𝑟 − 1)(𝑘 − 1))≥𝜒2) 

 

2. 二维列联表的似然比检验 

H0：两个属性相互独立 (
𝑝1𝑗

𝑝1+
=. . . =

𝑝𝑟𝑗

𝑝𝑟+
= 𝑝+𝑗) 

H1：两个属性不相互独立 

检验统计量： 

似然比 Λ =∏∏(
  �̂�𝑖𝑗  
𝑛𝑖𝑗
𝑛

)

𝑛𝑖𝑗𝑐

𝑗=1

𝑟

𝑖=1

 

−2 log Λ = −2∑∑𝑛𝑖𝑗 log (
𝑛𝑖+𝑛+𝑗

𝑛𝑛𝑖𝑗
)

𝑐

𝑖=1

𝑟

𝑖=1

 ~
L
 𝜒2((𝑟 − 1)(𝑘 − 1)) 

拒绝域：−2 log Λ≥𝜒𝛼
2((𝑟 − 1)(𝑘 − 1)) 或者 p-value ≤ 𝛼，p-value = 𝑃( 𝜒2((𝑟 − 1)(𝑘 − 1))≥−2 log Λ) 

 

3. 二维 𝒓 × 𝒄 列联表的相关系数 

对于来自某二元连续性随机向量的成对数据 (𝑥1
𝑦1
) , . . . , (𝑥𝑛

𝑦𝑛
)，定义： 

①  Pearson 矩相关系数 

𝑟 =
∑(𝑥𝑖 − �̅�)(𝑦𝑖 − �̅�)

√∑(𝑥𝑖 − �̅�)
2√(𝑦𝑖 − �̅�)

2

 

矩相关系数通常要求正态分布的假设，是参数统计方法，而秩相关系数与 𝜏 相关系数是非参数统

计方法；其大小与属性赋的值有关，因此不适合度量属性数据的相合关系. 

② Kendall 𝜏 相关系数 
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𝜏 =
2

𝑛(𝑛 − 1)
𝑧 

𝑧 = ∑ sign ((𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)(𝑦𝑖 − 𝑦𝑗))

1≤𝑖<𝑗≤𝑛

 

𝜏 相关系数与 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛  和 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛  数值大小无关，仅与其顺序有关. 

𝜏 相关系数值介于 −1 与 1，通常认为值越接近 1，𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 和 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛 越趋向正相关；值越接近

−1，𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 和 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛  越趋向负相关. 

𝑧 = 𝐺 − 𝐻 

其中 

𝐺 =∑∑𝑛𝑖𝑗 ( ∑ ∑ 𝑛𝑘𝑡

𝑐

𝑡=𝑗+1

𝑟

𝑘=𝑖+1

)

𝑐−1

𝑗=1

𝑟−1

𝑖=1

=∑∑𝑛𝑖𝑗𝑛𝑘𝑡
𝑗<𝑡𝑖<𝑘

 

𝐻 =∑∑𝑛𝑖𝑗 ( ∑ ∑𝑛𝑘𝑡

𝑗−1

𝑡=1

𝑟

𝑘=𝑖+1

)

𝑐

𝑗=2

𝑟−1

𝑖=1

=∑∑𝑛𝑖𝑗𝑛𝑘𝑡
𝑗>𝑡𝑖<𝑘

 

𝐺 与 𝐻 有简便的计算方式，例： 

a1 b1 c1 

a2 b2 c2 

a3 b3 c3 

{
𝐺 = 𝑎1(𝑏2 + 𝑐2 + 𝑏3 + 𝑐3) + 𝑏1(𝑐2 + 𝑐3) + 𝑎2(𝑏3 + 𝑐3) + 𝑏2(𝑐3)  

𝐻 = 𝑐1(𝑎2 + 𝑏2 + 𝑎3 + 𝑏3) + 𝑏1(𝑎2 + 𝑎3) + 𝑐2(𝑎3 + 𝑏3) + 𝑏2(𝑎3)
 

再根据 𝑧 = 𝐺 − 𝐻，这便容易计算了. 

③ Spearman 秩相关系数 

略 

4. 二维列联表相合性的度量 

相合性：正相合——属性 A 值比较大的个体，属性 B 往往也比较大； 

负相合——属性 A 值比较大的个体，属性 B 往往却比较小. 

四格表的相合性可以用 𝑛11𝑛22 − 𝑛12𝑛21 衡量： 当 𝑛11𝑛22 − 𝑛12𝑛21 > 0，倾向于认为四格表正相合； 

当 𝑛11𝑛22 − 𝑛12𝑛21 < 0，倾向于认为四格表负相合. 

① Kendall 𝜏 系数 

𝑇𝐴 =∑(
𝑛𝑖+
2
)

𝑟

𝑖=1

=∑
𝑛𝑖+(𝑛𝑖+ − 1)

2

𝑟

𝑖=1

 

𝑇𝐵 =∑(
𝑛+𝑗
2
)

𝑐

𝑗=1

=∑
𝑛+𝑗(𝑛+𝑗 − 1)

2

𝑐

𝑗=1

 

𝜏 =
𝑧

√(
𝑛(𝑛 − 1)

2
− 𝑇𝐴) (

𝑛(𝑛 − 1)
2

− 𝑇𝐵)

 

𝜏 系数的值介于 −1 与 1，值越接近 1 越倾向认为正相合；值越接近 −1 越倾向认为负相合. 

当且仅当 𝐻 = 0、𝑇𝐴 = 𝑇𝐵 时 𝜏 = 1，即每行只有一个非零值，所以只在𝑟 = 𝑐，即列联表是方表的

时候，除主对角线元素全部等于 0，此时方表完全正相合，𝜏 = 1；除副对角线元素全部等于 0，

此时方表完全负相合，𝜏 = −1. 

但非方表也可能是完全正或负相合的，但此时 𝜏 系数取不到 −1 和 1，这是 𝜏 系数的一个缺陷，如



8 

 

下表的 𝜏 便是小于 1 的. 

* * 0 0 0 

0 0 * * 0 

0 0 0 0 0 

② Gamma 系数 

𝛾 =
𝐺 − 𝐻

𝐺 + 𝐻
 

Gamma 系数的值介于 −1 与 1，值越接近 1 越倾向认为正相合；值越接近 −1 越倾向认为负相合. 

当且仅当 𝐻 = 0 时 𝜏 = 1；当且仅当 𝐺 = 0 时 𝜏 = −1. 

Kendall 𝜏 系数等于 1 时 Gamma 系数也等于 1，Kendall 𝜏 系数等于 −1 时 Gamma 系数也等于 −1，

但反之不一定. 

对于上表 𝛾 = 1，但对于并不完全正相合的下表 𝛾 仍等于 1，这是 Gamma 系数的一个缺陷. 

* * 0 0 0 

0 0 * * 0 

0 0 0 0 0 

③ Somers 𝑑 系数 

𝑑 系数通常被应用于 2 × 𝑐 列联表问题，当然于 𝑟 × 2 列联表也是可行的，其中只有两种状态的属

性可以是无序的，例如“性别”、“阳性与阴性”等，通常认为他们是自变量，而另一个属性是因

变量.以 2 × 𝑐 列联表为例，我们认为列属性 B 依赖于行属性 A，或者说列属性 B 是行属性 A 的

响应. 

仍以 2 × 𝑐 列联表为例，假定列联表是单侧 𝑛1+、𝑛2+ 给定的，行属性 A 可以无序，但列属性 B 一

定是有序的；无论行属性 A 是否有序（如若无序赋值即可），我们认为 A1 到 A2 有一个由小到大

的顺序关系，于是可以定义 𝑑 系数. 

𝑑 系数有两种： 

𝑑 系数 

{
 
 

 
 𝑑𝐵|𝐴 =

𝐺 −𝐻

𝑛(𝑛 − 1)
2

− 𝑇𝐴

𝑑𝐴|𝐵 =
𝐺 −𝐻

𝑛(𝑛 − 1)
2

− 𝑇𝐵

 

𝑑 系数的值介于 −1 与 1，值越接近 1 越倾向认为正相合；值越接近 −1 越倾向认为负相合. 

当列属性 B 是行属性 A 的响应用 𝑑𝐵|𝐴 度量相合性；当行属性 A 是列属性 B 的响应用 𝑑𝐴|𝐵 度量相合性. 

度量系数的 1 − 𝛼 置信区间： 

用 𝑠𝑒( ) 表示标准误，分别为 𝜏 ± 𝑈𝛼

2
 𝑠𝑒(𝜏)，𝛾 ± 𝑈𝛼

2
 𝑠𝑒(𝛾)，𝑑 ± 𝑈𝛼

2
 𝑠𝑒(𝑑). 

 

5. 二维列联表相合性的检验 

H0：属性 A、B 相互独立 

H1： ① 属性 A、B 相合 

② 属性 A、B 正相合 

③ 属性 A、B 负相合 

在 H0 成立条件下，检验统计量： 
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𝑈 =
𝑧

𝜎(𝑧)
 ~
L
 𝑁(0,1) 

𝜒2 = 𝑈2 =
𝑧2

σ2(z)
 ~
L
 𝜒2(1) 

其中 𝜎(𝑧) 是 𝑧 = 𝐺 − 𝐻 的标准误，即标准差除样本容量 𝑛 的平方根. 

σ2(z) =
n(n−1)(2n+5)−∑𝑛𝑖+(𝑛𝑖+−1)(2𝑛𝑖++5)−∑𝑛+𝑗(𝑛+𝑗−1)(2𝑛+𝑗+5)

18
  

            + 
[∑ 𝑛𝑖+(𝑛𝑖+−1)(𝑛𝑖+−2)][∑𝑛+𝑗(𝑛+𝑗−1)(𝑛+𝑗−2)]

9𝑛(𝑛−1)(𝑛−2)
+
[∑𝑛𝑖+(𝑛𝑖+−1)][∑𝑛+𝑗(𝑛+𝑗−1)]

2𝑛(𝑛−1)
  

计算繁琐可以用近似计算公式替代 

σ2(z) ≈
(𝑛3 −∑𝑛𝑖+

3 )(𝑛3 − ∑𝑛+𝑗
3 )

9𝑛3
 

 

原假设 H0 备择假设 H1 水平𝛼拒绝域 p-value 

属性 A、B 相互独立 

属性 A、B 相合 𝑈≥𝑈𝛼 
 𝑃( 𝑁(0,1)≥𝑈) = Φ(−𝑈) 

≤ 𝛼 

属性 A、B 正相合 𝑈≤−𝑈𝛼 
 𝑃( 𝑁(0,1)≤𝑈) = Φ(𝑈) 

≤ 𝛼 

属性 A、B 负相合 𝜒2≥𝜒𝛼
2(1) 

    𝑃( 𝜒2(1)≥𝜒2) 

≤ 𝛼 

 

6. 方表一致性的度量 

方表的一致性指对角线上元素值一致的性质，如果说我们可以用边缘齐性检验是否一致，那么我们还

需要一致性度量与检验这个“一致”是否是偶然的、偶然一致的. 

最典型的例子有：① 同一批产品由两个质检员分别质检，每人按要求将每个产品划分为 𝑛 个品质等

级，试问他们检验结果的一致性是否是偶然的；② 两个医生分别对一批病人作某项身体健康检查，将

每个病人患病情况诊断为“阴性”、“阳性”与“强阳性”，问他们的诊断结果是否偶然一致. 

Keppa 𝜅 系数： 

定义 𝑞1：如果 𝑞1 足够大，说明一致性很高，但 𝑞1 只衡量了“一致”的部分，没有参考权衡“非

一致”的部分； 

𝑞1 =
𝑛11 + 𝑛22+. . . +𝑛𝑟𝑟

𝑛
 

定义 𝑞2：𝑞1 的期望； 

偶然一致且两侧给定的情况下： 

𝔼(𝑛𝑖𝑖) =
𝑛𝑖+𝑛+𝑖
𝑛

，𝑉𝑎𝑟(𝑛𝑖𝑖) =
𝑛𝑖+(𝑛 − 𝑛𝑖+)𝑛+𝑖(𝑛 − 𝑛+𝑖)

𝑛2(𝑛 − 1)
                    

𝑞2 =
1

𝑛
∑𝔼(𝑛𝑖𝑖)

𝑟

𝑖=1

=∑(
𝑛𝑖+
𝑛

𝑛+𝑖
𝑛
)

𝑟

𝑖=1

 

二者作差再乘规范系数，可以得到 Keppa 𝜅 系数： 

𝜅 =
𝑞1 − 𝑞2
1 − 𝑞1

=
∑
𝑛𝑖𝑖
𝑛
− ∑

𝑛𝑖+𝑛+𝑖
𝑛2

1 − ∑
𝑛𝑖+𝑛+𝑖
𝑛2

 

𝜅 系数最大值为 1，这时表示方表完全一致，可以在方表除对角线元素都等于 0 时取到；当属性

A、B 的状态完全随机时𝔼(𝜅) = 0. 
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如果 𝜅 < 0 则可以立刻认为结果是偶然一致的，但当 𝜅 ≥ 0 时需讨论 𝜅 是否充分得大于 0，此时

不能轻易判断是否偶然一致，需要进行进一步的一致性检验. 

7. 方表一致性的检验 

H0：偶然达到一致 

H1：并非偶然达到一致 

在方表两侧给定且 H0 成立条件下，检验统计量： 

𝐶𝑜𝑣(𝑛𝑖𝑖 , 𝑛𝑗𝑗) =
𝑛𝑖+𝑛𝑗+𝑛+𝑖𝑛+𝑗

𝑛2(𝑛 − 1)
 

𝑉𝑎𝑟(𝑞1) =
1

𝑛 − 1
(𝑞2 + 𝑞2

2 −∑
𝑛𝑖+
𝑛

𝑛+𝑖
𝑛
(
𝑛𝑖+
𝑛
+
𝑛+𝑖
𝑛
)

𝑟

𝑖=1

) 

𝑉𝑎𝑟(𝜅) =
𝑉𝑎𝑟(𝑞1)

(1 − 𝑞2)
2
=

1

(𝑛 − 1)(1 − 𝑞2)
2
(𝑞2 + 𝑞2

2 −∑
𝑛𝑖+
𝑛

𝑛+𝑖
𝑛
(
𝑛𝑖+
𝑛
+
𝑛+𝑖
𝑛
)

𝑟

𝑖=1

) 

𝑈 =
𝜅

√𝑉𝑎𝑟(𝜅)
 ~
L
 𝑁(0,1) 

拒绝域：𝑈 > 𝑁𝛼(0,1) 或者 p-value ≤ 𝛼，p-value = 𝑃( 𝑁(0,1)≥𝑈) 
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——高维列联表—— 

1. 高维列联表的条件独立性 Pearson 𝜒2 检验与条件独立性似然比检验 

如果属性 A、B 相互独立，则应有 
𝑝1𝑗

𝑝1+
=. . . =

𝑝𝑟𝑗

𝑝𝑟+
=

𝑝1𝑗+...+𝑝𝑟𝑗

𝑝1++...+𝑝𝑟+
= 𝑝+𝑗   ⇒  二维列联表齐性与独立性等价. 

以下以三维列联表中属性 C 给定后属性 A 与属性 B 的条件独立性为例： 

H0：属性 C 给定后，属性 A 与属性 B 条件独立 

H1：属性 C 给定后，属性 A 与属性 B 不条件独立 

按属性 C 分层，分为 𝑡 个二维 𝑟 × 𝑐 列联表检验，在 H0 成立条件下每个列联表都是相互独立的： 

第 𝑘 个二维 𝑟 × 𝑐 列联表的 𝜒2 检验统计量： 

𝜒2 =∑∑
(𝑛𝑛𝑗𝑘 −

𝑛𝑖+𝑘𝑛+𝑖𝑘
𝑛++𝑘

)
2

𝑛𝑖+𝑘𝑛+𝑗𝑘
𝑛++𝑘

𝑐

𝑗=1

𝑟

𝑖=1

=∑∑
𝑛𝑖𝑗𝑘
2

  
𝑛𝑖+𝑘𝑛+𝑗𝑘
𝑛++𝑘

  

𝑐

𝑗=1

𝑟

𝑖=1

− 𝑛++𝑘  ~
L
 𝜒2((𝑟 − 1)(𝑐 − 1)) 

第 𝑘 个二维 𝑟 × 𝑐 列联表的似然比检验统计量： 

−2 log Λ = −2∑∑𝑛𝑖𝑗𝑘 log (
𝑛𝑖+𝑘𝑛+𝑗𝑘

𝑛++𝑘𝑛𝑖𝑗𝑘
)

𝑐

𝑗=1

𝑟

𝑖=1

 ~
L
 χ2((𝑟 − 1)(𝑐 − 1)) 

在 H0 成立条件下，检验统计量： 

𝜒2 检验统计量的渐进分布：∑∑∑
𝑛𝑖𝑗𝑘
2

  
𝑛𝑖+𝑘𝑛+𝑗𝑘
𝑛++𝑘

  

𝑐

𝑗=1

𝑟

𝑖=1

− 𝑛

𝑡

𝑘=1

 ~
L
 𝜒2(𝑡(𝑟 − 1)(𝑐 − 1))                       

似然比统计量的渐进分布： − 2∑∑∑𝑛𝑖𝑗𝑘 log (
𝑛𝑖+𝑘𝑛+𝑗𝑘

𝑛++𝑘𝑛𝑖𝑗𝑘
)

𝑐

𝑗=1

𝑟

𝑖=1

𝑡

𝑘=1

 ~
L
 𝜒2(𝑡(𝑟 − 1)(𝑐 − 1)) 

 

其中 𝑟、𝑐、𝑡 分别是三维列联表属性 A、B 和 C 状态的个数. 

拒绝域：𝜒2≥𝜒𝛼
2(𝑡(𝑟 − 1)(𝑘 − 1)) 或者 p-value ≤ 𝛼，p-value = 𝑃( 𝜒2(𝑡(𝑟 − 1)(𝑘 − 1))≥𝜒2) 

 

2. 高维列联表的独立性检验 

·由于似然比统计量具有可分解性，所以三维或三维以上的高维列联表的独立性检验问题常常考虑似

然比方法；可分解性是指： 

−2 logΛ(𝐴,𝐵,𝐶) ≥

{
  
 

  
 −2 log Λ(𝐴,𝐵𝐶) ≥ {

−2 logΛ(𝐵𝐴,𝐵𝐶)
−2 log Λ(𝐶𝐴,𝐶𝐵)

−2 log Λ(𝐵,𝐴𝐶) ≥ {
−2 log Λ(𝐴𝐵,𝐴𝐶)
−2 logΛ(𝐶𝐴,𝐶𝐵)

−2 log Λ(𝐶,𝐴𝐵) ≥ {
−2 log Λ(𝐴𝐵,𝐴𝐶)
−2 log Λ(𝐵𝐴,𝐵𝐶)

 

若某两个似然比检验统计量满足如上的顺序关系，则其较大值减去较小值的差值为一个似然比检验统

计量，且其原假设 H0 与较大值所检验问题的 H0 相同，备择假设 H1 为“较小值所检验问题的 H0 成立

但较小值所检验问题的 H0 不成立”，自由度为较大值自由度减去较小值自由度. 
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比如 −2(logΛ(𝐴,𝐵,𝐶) − log Λ(𝐴𝐵,𝐴𝐶)) 是原假设 H0 为“A、B、C 相互独立”、备择假设 H1 为“A 给定后

B 与 C 条件独立，但 A、B、C 不相互独立”假设检验问题的似然比检验统计量，这个差值的自由度为

(𝑟𝑐𝑡 − 𝑟 − 𝑡 − 𝑐 + 2) − (𝑟(𝑐 − 1)(𝑡 − 1)) = (𝑟 − 1)(𝑐 + 𝑡 − 2). 

三维列联表独立性检验问题的解 

情况 编号 原假设 H0 备择假设 H1 检验统计量 −2 logΛ 渐进分布 𝜒2 自由度 

Ⅰ相互独立 ① A、B、C 相互独立 A、B、C 不相互独立 −2∑∑∑𝑛𝑖𝑗𝑘 log (
𝑛𝑖++𝑛+𝑗+𝑛++𝑘

𝑛2𝑛𝑖𝑗𝑘
)

𝑡

𝑘=1

𝑐

𝑗=1

𝑟

𝑖=1

  𝑟𝑐𝑡 − 𝑟 − 𝑡 − 𝑐 + 2 

Ⅱ整体独立 

② A 和 (B,C) 相互独立 A 和 (B,C) 不相互独立     −2∑∑∑𝑛𝑖𝑗𝑘 log (
𝑛𝑖++𝑛+𝑗𝑘

𝑛𝑛𝑖𝑗𝑘
)

𝑡

𝑘=1

𝑐

𝑗=1

𝑟

𝑖=1

   (𝑟 − 1)(𝑐𝑡 − 1) 

③ B 和 (A,C) 相互独立 B 和 (A,C) 不相互独立     −2∑∑∑𝑛𝑖𝑗𝑘 log (
𝑛+𝑗+𝑛𝑖+𝑘

𝑛𝑛𝑖𝑗𝑘
)

𝑡

𝑘=1

𝑟

𝑖=1

𝑐

𝑗=1

   (𝑐 − 1)(𝑟𝑡 − 1) 

④ C 和 (A,B) 相互独立 C 和 (A,B) 不相互独立     −2∑∑∑𝑛𝑖𝑗𝑘 log (
𝑛++𝑘𝑛𝑖𝑗+

𝑛𝑛𝑖𝑗𝑘
)

𝑐

𝑗=1

𝑟

𝑖=1

𝑡

𝑘=1

   (𝑡 − 1)(𝑟𝑐 − 1) 

Ⅲ条件独立性 

⑤ A 给定后，B 与 C 条件独立 A 给定后，B 与 C 不条件独立     −2∑∑∑𝑛𝑖𝑗𝑘 log (
𝑛𝑖+𝑘𝑛𝑖𝑗+

𝑛𝑖++𝑛𝑖𝑗𝑘
)

𝑡

𝑘=1

𝑐

𝑗=1

𝑟

𝑖=1

   𝑟(𝑐 − 1)(𝑡 − 1) 

⑥ B 给定后，A 与 C 条件独立 B 给定后，A 与 C 不条件独立     −2∑∑∑𝑛𝑖𝑗𝑘 log (
𝑛𝑖𝑗+𝑛+𝑗𝑘

𝑛+𝑗+𝑛𝑖𝑗𝑘
)

𝑡

𝑘=1

𝑟

𝑖=1

𝑐

𝑗=1

   𝑐(𝑟 − 1)(𝑡 − 1) 

⑦ C 给定后，A 与 B 条件独立 C 给定后，A 与 B 不条件独立     −2∑∑∑𝑛𝑖𝑗𝑘 log (
𝑛𝑖+𝑘𝑛+𝑗𝑘

𝑛++𝑘𝑛𝑖𝑗𝑘
)

𝑐

𝑗=1

𝑟

𝑖=1

𝑡

𝑘=1

   𝑡(𝑟 − 1)(𝑐 − 1) 

 

·Ⅰ、Ⅱ和Ⅲ的难度是依次递增的，通常倾向于选取更简单的模型，因此可以先考虑检验Ⅰ，若Ⅰ被拒

绝则考虑检验Ⅱ，Ⅱ都被拒绝再考虑检验Ⅲ；也可以对七种情况都进行讨论，再选取最优的模型. 

其中Ⅲ便是 1.中讨论的问题，即条件独立性. 

七种情况原假设 H0 成立情况下期望频数 𝑝𝑖𝑗𝑘  的估计分别为： 

① 
𝑛𝑖++𝑛+𝑗+𝑛++𝑘

𝑛2
，②

𝑛𝑖++𝑛+𝑗𝑘

𝑛
，③

𝑛+𝑗+𝑛𝑖+𝑘

𝑛
，④

𝑛++𝑘𝑛𝑖𝑗+

𝑛
，⑤

𝑛𝑖𝑗+𝑛𝑖+𝑘

𝑛𝑖++
，⑥

𝑛𝑖𝑗+𝑛𝑖+𝑘

𝑛+𝑗+
，⑦

𝑛𝑖+𝑘𝑛+𝑗𝑘

𝑛++𝑘
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——Logistic回归—— 

Logistic 回归总体而言是一种广义线性模型，用以解决单个因变量的分类问题，对应分类变量的问题；

区别于对数线性模型，对应关于列联表的变量的问题. 

1. Logistic 变换及 Logistic 线性回归模型 

Logistic 回归是一种对数几率模型 (Logit model)，为了因变量为离散变量时进行回归而提出，即对分类

问题进行回归，例如利用 Logistic 回归，可以通过样本的回归判断任意指定的一个拥有某 BMI 指数的

人是否大概率患有心血管病（二分类、二值回归）、仅由某人的一些面部特征数据判断他是成年女士、

成年男士还是未成年儿童等等，这些都可以通过 Logistic 回归实现. 

 

Logistic 分布：一种指数族分布，设 𝑋 为连续型随机变量 CDF 与 PDF 分别为： 

𝐹(𝑥) =
1

1 + 𝑒
−
𝑥−𝜇
𝛾

=
1

2
+
1

2
tanh (

𝑥 − 𝜇

2𝛾
)，𝑥 ∈ ℝ      

𝑓(𝑥) =
𝑒
−
𝑥−𝜇
𝛾

𝛾(1 + 𝑒
−
𝑥−𝜇
𝛾 )2

=
1

4𝛾
sech2 (

𝑥 − 𝜇

2𝛾
)，𝑥 ∈ ℝ 

其中称 𝜇 为位置参数，𝛾 > 0 为形状参数；𝐹(𝑥) 是一条 S 形曲线，𝑓(𝑥) 关于 𝑥 = 𝜇 对称；𝛾 越大越厚

尾，而在 𝑥 = 𝜇 附近增长越慢. 

特别地，对于二值 Logistic 回归，常常令(𝑌 = 1 | 𝑥) =
𝑒𝜷𝑿

1+𝑒𝜷𝑿
，𝑃(𝑌 = 0 | 𝑥) =

1

1+𝑒𝜷𝑿
即服从 Logistic 分布. 

 
 

 

由于理想的分类函数是符号函数 sign( ) 并不可微，（对二值 Logistic回归）提出对 𝑌 进行 Logistic 变换，

等价于“优势比的对数等于 𝜷𝑿 ”. Logistic 变换是针对因变量 𝑌 为离散变量（属性数据）且回归函数

为 Logistic 函数的变换，通过这种方式使原函数线性化、成为关于 𝑍 的线性函数；假设 𝑋 为自变量而

 𝑌 为因变量，记 𝜷 为系数向量、𝑿 为设计矩阵，其中 𝜷 常取极大似然估计 MLE，定义 Logistic 函数： 

𝑃(𝑌 | 𝑋) =
𝑒𝜷𝑿

1 + 𝑒𝜷𝑿
 (Logistic函数) 
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Logistic 函数是一种定义域为 ℝ、值域为 (−1,1) 的非线性函数，但通过 Logistic 变换可以线性化： 

𝑍 = log (
𝑌

1 − 𝑌
) 

这就是 Logistic 变换. 

 

 

由于概率 𝑦 = 𝑃(𝑌 = 1 | 𝑋) 的值取值在 0 到 1 之间，如若把 𝑦 假设为多项式函数等取值在 0 到 1 之间

的函数是不合适的，需要做一个映射处理，这个目的常用一些变换得到，例如： 

① Logistic 变换：𝑓(𝑦) = log
𝑦

1−𝑦
，特别地在 Logistic 线性模型中 𝑓(𝑦) = 𝜷𝑿 

② Probit 变换：𝑓(𝑦) = Φ−1(𝑦) 

③ 双对数变换：𝑓(𝑦) = log(− log(1 − 𝑦)) 

其中就包括 Logistic 变换，实质是 Logistic 函数的逆. 这样变换以后再假设 𝑓(𝑦) = 𝜷𝑿 服从某回归模

型，譬如在线性回归模型中 𝑓(𝑦) = 𝜷𝑿，从而拟合 𝑝. 容易看出，相合性检验比独立性检验更深入，进

一步地 Logistic 回归比相合性检验更深入，他直接给出了一个可能的关系式. 

二值 Logistic 回归模型：假设响应变量即因变量 𝑌 仅有两个状态，我们分别用 0 和 1 表示，现研究 𝑦 =

𝑃(𝑌 = 1)，若一共有 𝑘 个因素 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑘  影响𝑌 的取值，则称 

log
𝑦

1 − 𝑦
= 𝑔(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑘) 

为二值 Logistic 回归模型，简称 Logistic 回归模型. 

当 𝑔(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑘) 为一个线性函数时称为 Logistic 线性回归模型，即： 

log
𝑦

1 − 𝑦
= 𝜷𝑿 = 𝛽0 +∑𝛽𝑖𝑥𝑖

𝑘

𝑖=1

 

容易知道 𝑦 服从 Logistic 分布，即 𝑦 = 𝑃(𝑌 = 1|𝑋) =
exp(𝜷𝑿)

1+exp(𝜷𝑿)
，1 − 𝑦 = 𝑃(𝑌 = 0|𝑋) =

1

1+exp(𝜷𝑿)
，这样设

置可以让 𝑃(𝑌 = 1|𝑋) 的回归系数使得 𝜷𝑿 = 0；𝜷 取其 MLE. 

当协变量向量一共有 𝑡 种而第 𝑖 种有 𝑛𝑖  个，其中有 𝑟𝑖 个响应变量值为 1 而有 𝑛𝑖 − 𝑟𝑖  个取值为 0，参数

𝜷 的似然函数为 

∏(𝑃(𝑌 = 1|𝑋))
𝑟𝑖(𝑃(𝑌 = 0|𝑋))

𝑛𝑖−𝑟𝑖

𝑡

𝑖=1

=∏(
𝑒𝛽0+𝛽1𝑥1+𝛽2𝑥2+...+𝛽𝑛𝑥𝑛

1 + 𝑒𝛽0+𝛽1𝑥1+𝛽2𝑥2+...+𝛽𝑛𝑥𝑛
)

𝑟𝑖

(
1

1 + 𝑒𝛽0+𝛽1𝑥1+𝛽2𝑥2+...+𝛽𝑛𝑥𝑛
)
𝑛𝑖−𝑟𝑖

𝑡

𝑖=1

 

若将上式记为 sup 𝐿，则有 

−2 logΛ = −2 log
(
𝑛𝑌=1
𝑛
)
𝑛𝑌=1

(
𝑛𝑌=0
𝑛
)
𝑛𝑌=0

sup 𝐿
 ~
L
 𝜒2(1) 
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MLE准则下 Logistic回归损失函数：交叉熵   记 𝑃(𝑌 = 1 | 𝑋) = 𝑝(𝑥) 

交叉熵 = 𝐊𝐋散度 +信息熵：−∑𝑝(𝑥𝑖) log(1 − 𝑝(𝑥𝑖))

𝑛

𝑖=1

= 𝐷𝐾𝐿(𝑝||1 − 𝑝) −∑𝑝(𝑥𝑖) log 𝑝(𝑥𝑖)

𝑛

𝑖=1

 

* 为什么 Logistic 回归中 𝜷 取其 MLE 而非于线性回归中更常用的、一定条件下具有优良性质的普通

最小二乘估计 OLS？换句话说，在均方误差 MSE 意义下得到的最佳估计便是 OLS，那为什么损失函

数不再选用 MSE（而考虑交叉熵），进而用 MLE 代替 OLS？ 

答： 

①     本质原因是分类问题中属性的分布是多项分布（二值 Logistic 回归中是二项分布），

并没有做残差正态分布的假设；在普通线性回归中我们有正态残差假设. 

注意：此处值得指出的是 OLS 是非参数方法，MLE 是参数统计方法，这正好适用于

Logistic 回归问题；最小二乘方法是一个凸优化的问题，MSE 综合了无偏性与 SSE 的值， 

MSE =  𝑛 ⋅ SSE，然而这个问题下 MSE 准则得到的损失函数不是凸优化问题，极大似然的

方法不一定是凸优化问题，不过在此处成立——凸性拥有极好的优化性质；OLS 可以视作

使得残差在 𝐿2 范数意义下最小的最优解，即使得 SSE 最小，MLE 是使得似然函数最大的

最优解. 

正态残差假设是普通线性回归中OLS具有很好的一些性质所必要的前提（参考Gauss–

Markov theorem 的条件），这时 OLS 是一致最小方差无偏估计，是最佳线无偏估计；甚至

在一些 MLE 如残差是有偏的，因此 Gauss–Markov 假设、正态残差假设成立情况下，在线

性回归中一般考虑 OLS 而非 MLE. 

但对于分类问题，在属性服从多项分布的假定下 OLS 并没有 Gauss–Markov 假设下普

通线性回归的那些优良性质，而参数的 MLE 具有此时具有无偏性、渐进正态性等性质，

所以考虑 MLE，而 MLE 准则下的损失函数就是交叉熵，当然这只是考虑 MLE 一方面的

原因. 也可以说，他们的不同可以讲是源自提出的假设不同，这是问题实际情况决定的. 

②     最小二乘损失函数，或者讲 MSE 在这种情况下是非凸的，Hessian 矩阵非正定，难以

数值迭代最优化，算法很有可能收敛到某局部最优解；但似然函数是可导凸函数，拥有唯

一的最优解，局部最优解等价于全局最优解，总能收敛到最优点. 

③     MSE 损失函数在靠近 0 和 1 时存在梯度消失的现象，同时似然损失函数的梯度只与

参数有关，与 Logistic 函数的梯度无关：一元 Logistic 函数导数最大值点在四分之一处，

可能会导致其他损失函数参数更近变慢. 

④     MSE 损失函数的学习比交叉熵慢很多，对错误分类惩罚不够重，当损失函数为交叉

熵（负对数似然）时样本分类错误越严重惩罚会越严重，呈，也会在导数最大点附近急剧

减小，而最小二乘损失函数相对而言变化平缓，并不“陡峭”，响应不够敏感. 

𝑝𝑟𝑜𝑜𝑓： 

① 𝑤 = 𝜷𝑿，二项分布假设，记 𝑃(𝑌 = 1 | 𝑋) = 𝑝(𝑥)，𝑃(𝑌 = 0 | 𝑋) = 1 − 𝑝(𝑥) 

𝑙(𝑤) = log(𝐿(𝑤)) = log (∏(𝑝(𝑥𝑖))
𝑦𝑖
(1 − 𝑝(𝑥𝑖))

1−𝑦𝑖

𝑛

𝑖=1

) 

          =∑(𝑦𝑖 log (
𝑝(𝑥𝑖)

1 − 𝑝(𝑥𝑖)
) + log(1 − 𝑝(𝑥𝑖)))

𝑛

𝑖=1
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          =∑[𝑦𝑖𝑤𝑥𝑖 − log(1 + 𝑒
𝑤𝑥𝑖)]

𝑛

𝑖=1

= −𝑛 𝐽(𝑤)   ⇔   交叉熵损失函数梯度为 0 

② 利用下文③的结果， 

𝜕2𝑀𝑆𝐸

𝜕𝑤2
=∑�̂�𝑖(1 − �̂�𝑖)𝑥𝑖

2(−𝑦𝑖 + 2(1 + 𝑦𝑖)�̂�𝑖 − 3�̂�𝑖
2)

𝑛

𝑖=1

 

由于 𝑦𝑖  只取 0 或 1，可以导出 MSE 二阶导数不一定总大于 0. 

③ 假设损失函数为 MSE 

𝜕𝑀𝑆𝐸

𝜕𝑤
=
𝜕∑(�̂�𝑖 − 𝑦𝑖)

2

𝜕𝑤
=∑2(�̂�𝑖 − 𝑦𝑖)

𝜕(�̂�𝑖 − 𝑦𝑖)

𝜕𝑤

𝑛

𝑖=1

=∑2(�̂�𝑖 − 𝑦𝑖)
𝜕 (

1
1 + 𝑒−𝑤𝑥𝑖

)

𝜕𝑤

𝑛

𝑖=1

 

            =∑2(�̂�𝑖 − 𝑦𝑖) (
1

1 + 𝑒−𝑤𝑥𝑖
)
2

𝑒−𝑤𝑥𝑖𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

=∑2(�̂�𝑖 − 𝑦𝑖)[�̂�𝑖(1 − �̂�𝑖)𝑥𝑖]

𝑛

𝑖=1

 

可以看出在 �̂�𝑖  靠近 0 或 1 时梯度趋近于 0，不能有效迭代. 

Logistic回归模型的解释 

log
𝑦

1 − 𝑦
= 𝜷𝑿 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥1 + 𝛽2𝑥2+. . . +𝛽𝑛𝑥𝑛 

我们认为，若 𝑥𝑖  增加 1，则优势比 
𝑦

1−𝑦
=

𝑃(𝑌=1 | 𝑋)

𝑃(𝑌=0 | 𝑋)
 增长至原来的 𝑒𝛽𝑖  倍. 

对于自变量都是定量数据的问题， log
𝑦

1−𝑦
 一般用 log

�̂�

1−�̂�
= log

𝑟𝑘

𝑛𝑖−𝑟𝑘
 进行估计，其中 𝑟𝑘 是 𝑘 组观测数

据的组合中取 1 的自变量的个数、𝑛𝑘  为观测值个数，但当 𝑟𝑘 = 0 𝑜𝑟 1 时情况有些麻烦，通常在 𝑟𝑘 = 0

时用 log
0.5

𝑛𝑘+0.5
 代替 log

𝑟𝑘

𝑛−𝑟𝑘
，在 𝑟𝑘 = 𝑛𝑖  时用 log

𝑛𝑘+0.5

0.5
 代替 log

𝑟𝑘

𝑛−𝑟𝑘
，在 0 < 𝑟𝑘 < 𝑛𝑘  时用 log

𝑟𝑘+0.5

𝑛𝑖−𝑟𝑘+0.5
 

代替 log
𝑟𝑘

𝑛−𝑟𝑘
. 

𝑦 = 𝑃(𝑌 = 1 | 𝑋) ≈ 0或 1(𝑦 ≈ 0即 1 − 𝑦 = 𝑃(𝑌 = 0 | 𝑋) ≈ 1)时我们认为自变量对因变量  𝑌 影响很

小而且非常有可能实际的因变量取值就是 0或 1，而当 𝑦 = 𝑃(𝑌 = 1 | 𝑋) = 0.5 时认为自变量对因变量

取值的影响很大，毕竟直观理解起来是因变量取两个可能值的概率都是 0.5. 

得到模型后，做预测时再将 𝑦 = 𝑃(𝑌 = 1 | 𝑋) 作映射，根据实际问题情况规定大于某值时取因变量为

1，反之取为 0，比方可以取这个分界点为 0.5，这样便得到了一个分类. 

2. 含有名义数据的二分类 Logistic 线性回归模型 

例如要研究年龄、血型与死亡率之间的关系，年龄为定量数据而血型为名义数据. 通常血型大致可以分

为四种：A 型、B 型、AB 型和 O 型，不能在 Logistic 回归中简单令离散随机变量 𝑄，让 A 型⇔ 𝑄 = 1，

B 型⇔ 𝑄 = 2，…  因为这样使四种血型间有了顺序关系，事实上他们只作为名义数据，相互之间并没

有大小之分，更没有“3 倍的 A 型血型等于 AB 型血型”的荒谬说法；应设三个随机变量 𝑄1、𝑄2、𝑄3，

选取一个名义数据作为基线，例如O型血：A型⇔ 𝑄1 = 1 ⇔ 𝑄 = (1,0,0)，B型⇔ 𝑄2 = 2 ⇔ 𝑄 = (0,1,0)，

AB 型⇔ 𝑄3 = 1 ⇔ 𝑄 = (0,0,1)，O 型⇔ 𝑄 = (−1,−1,−1)，Logistic 回归模型为： 

log
𝑦

1 − 𝑦
= 𝜇 + 𝛽1 ⋅ 𝑎𝑔𝑒 + 𝛾1𝑄1 + 𝛾2𝑄2 + 𝛾3𝑄3 
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此外，由上式还可以分别得到四种血型情况下的年龄与死亡率的关系的回归方程. 

因此对于含有名义数据的二分类 Logistic 线性回归模型，设有 𝑛 维定量数据、𝑗 维名义数据，𝜷 表示定

量数据的系数向量、𝜸 表示名义数据的系数向量，𝜷、𝜸 的估计取其 MLE，每种定性数据只需要引进一

个变量，而 𝒋 维名义数据需要引进 𝒋 − 𝟏 个变量，这种办法叫基线法，第 𝑗 个变量既可以取 𝑗 − 1 个变

量都取零也可以都取负一，根据问题要求而定，有 

Logistic 线性回归模型： 

log
𝑦

1 − 𝑦
= 𝜇 + 𝛽1𝑥1 +⋯+ 𝛽𝑛𝑥𝑛 + 𝛾1𝜆1+. . . +𝛾𝑗𝜆𝑗−1 

Logistic 线性回归方程： 

log
�̂�

1 − �̂�
= �̂� + �̂�1𝑥1 +⋯+ �̂�𝑛𝑥𝑛 + 𝛾1𝜆1+. . . +𝛾𝑗𝜆𝑗−1 

配合四格表独立性检验，当不独立性显著时进行 Logistic 回归更有说服力. 

3. 含有有序数据的二分类 Logistic 线性回归模型 

例如文化程度，小学以下、小学、初中、高中、大学及以上分别可以用 0、1、2、3、4 表示，这是一

组有序数据，可以认为他们之间是有大小的，每种有序数据也仅引进一个变量. 

方法一致. 

Logistic 线性回归模型： 

log
𝑦

1 − 𝑦
= 𝜇 + 𝜷𝐴 + 𝜸𝐵 + 𝝂𝐶 

Logistic 线性回归方程： 

log
�̂�

1 − �̂�
= �̂� + �̂�𝐴 + �̂�𝐵 + �̂�𝐶 

𝐶 即有序数据. 

4. Logistic 判别分析 

对于 Logistic 回归方程，假设 log
�̂�

1−�̂�
= �̂� + �̂�𝐴 + �̂�𝐵 + �̂�𝐶，令 𝑢(𝐴, 𝐵, 𝐶) = �̂� + �̂�𝐴 + �̂�𝐵 + �̂�𝐶，当 𝑢 较

大认为 𝑌 = 1 概率较大，若取分界点为 0.5，则当 𝑢 > 0 时可以简单认为 𝑌 = 1 会发生；具体的判别方 

式与分界点的选取视实际问题的情况与需求而定. 

5. 多项 Logistic 回归 

多项 Logistic 回归中，假设因变量有多个可能的取值 (0,1, . . . , 𝑁)，基线法要求选取一个（常常是最后一个）

使得其 𝑤 = 𝜷𝑿 值为 0，其中 𝑿 为设计矩阵. 一般模型： 

log
𝑃(𝑌 = 0 | 𝑋)

𝑃(𝑌 = 𝑁 | 𝑋)
= 𝜇(0) + 𝛽

1

(0)𝑥1 +⋯+ 𝛽
𝑛

(0)𝑥𝑛          

log
𝑃(𝑌 = 1 | 𝑋)

𝑃(𝑌 = 𝑁 | 𝑋)
= 𝜇(1) + 𝛽

1

(1)𝑥1 +⋯+ 𝛽
𝑛

(1)𝑥𝑛          

. .. 
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log
𝑃(𝑌 = 𝑘 | 𝑋)

𝑃(𝑌 = 𝑁 | 𝑋)
= 𝜇(𝑘) + 𝛽

1

(𝑘)𝑥1 +⋯+ 𝛽
𝑛

(𝑘)𝑥𝑛           

0 = log
𝑃(𝑌 = 𝑁 | 𝑋)

𝑃(𝑌 = 𝑁 | 𝑋)
= 𝜇(𝑁) + 𝛽

1

(𝑁)𝑥1 +⋯+ 𝛽
𝑛

(𝑁)𝑥𝑛 

有约束∑𝑃(𝑌 = 𝑖 | 𝑋)

𝑁

𝑖=1

= 1                                            

𝜷(𝑘) 用极大似然估计 MLE 代替，  

𝑃(𝑌 = 𝑘 | 𝑋) =
exp(𝜇(𝑘) + 𝛽1

(𝑘)
𝑥1 +⋯+ 𝛽𝑛

(𝑘)
𝑥𝑛)

∑ exp(𝜇(𝑖) + 𝛽1
(𝑖)
𝑥1 +⋯+ 𝛽𝑛

(𝑖)
𝑥𝑛)

𝑁
𝑖=1

=
exp(𝜇(𝑘) + 𝛽1

(𝑘)
𝑥1 +⋯+ 𝛽𝑛

(𝑘)
𝑥𝑛)

1 + ∑ exp(𝜇(𝑖) + 𝛽1
(𝑖)
𝑥1 +⋯+ 𝛽𝑛

(𝑖)
𝑥𝑛)

𝑁−1
𝑖=1

               

特别地𝑃(𝑌 = 𝑁 | 𝑋) =
1

∑ exp(𝜇(𝑖) + 𝛽1
(𝑖)
𝑥1 +⋯+ 𝛽𝑛

(𝑖)
𝑥𝑛)

𝑁
𝑖=1

=
1

1 + ∑ exp(𝜇(𝑖) + 𝛽1
(𝑖)
𝑥1 +⋯+ 𝛽𝑛

(𝑖)
𝑥𝑛)

𝑁−1
𝑖=1

 

6. 如何利用计算机做 Logistic 回归？ 

R 语言：线性回归 

有必要先介绍一下线性回归如何操作，这就要先了解 lm() 函数. 

lm(formula, data, subset, weights, na.action, method = "qr", model = TRUE, x = FALSE, y = FALSE, qr = TRUE, singular.ok = 

TRUE, contrasts = NULL, offset, ...) 

 

重要参数的选择： 

·formula：模型的关系式，如 formula = Z~X+Y 表示拟合 𝑍 = 𝑋 + 𝑌 + 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑐𝑒𝑝𝑡 的线性模型，也可以写

作 formula = Z~X+Y+1，注意此时模型中有截距项；而 formula = Z~X+Y-1 表示拟合 𝑍 = 𝑋 + 𝑌 的线性模型，此

时不含截距项，事实上 formula 遵循 R 表达式的语法： 

“~”为变量类型的分隔，左边是响应变量，右边是解释变量； 

“+”用以隔开两个解释变量； 

“：”即连接两个变量表示他们的交互项，比如 formula = Z~X+Y+X : Y； 

“*”表示两个(或多个)变量自己与他们之间所有可能的交互项，例如 formula = Z~A*B*C，等价于

formula = Z~A+B+C+A : B+ A : C+ B: C+ A : B : C； 

“^”表示交互项次数，例如 formula = Z~(A+B+C)^2，等价于 formula = Z~ Z~A+B+C+A : B+ A : C+ B: C； 

“.”表示除因变量外所有变量，可以极大简化写法，比如 formula = Z~.； 

“-”移除某变量，例如 formula = Z~(A+B+C)^2- A : C，特别地“-1”表示删除截距项； 

“I()”将某变量进行算术平方，比如有 formula = Z~A+I((B+C)^2)，此时等价于 formula = Z~A+D，D

是一个新变量，值为 B 与 C 的和的平方； 

“function”可以在模型中使用一些函数，例如 formula = log(Z)~X+Y. 

·data：数据集，要求是数据框类型. 

·weights：应该被赋值“NULL”或一个数值向量，当赋值为“NULL”使用普通最小二乘法 OLS，当赋

值为数值向量则把他作为权重使用加权最小二乘估计 WLS（即最小化 sum(weights * e^2)）. 

·na.action：当数据包含“NA”时应该如何处理. 

a function which indicates what should happen when the data contain NAs. The default is set by the na.action setting of options, and 

is na.fail if that is unset. The ‘factory-fresh’ default is na.omit. Another possible value is NULL, no action. Value na.exclude can be useful. 

https://www.rdocumentation.org/link/options?package=stats&version=3.6.2
https://www.rdocumentation.org/link/na.fail?package=stats&version=3.6.2
https://www.rdocumentation.org/link/na.omit?package=stats&version=3.6.2
https://www.rdocumentation.org/link/na.exclude?package=stats&version=3.6.2
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·method：目前只有 method = qr 可用，也可以选择 method = "model.frame"，会返回模型数据库且不进行

拟合，和 model = TRUE 效果相同. 

·data：数据集，要求是数据框类型. 

·data：数据集，要求是数据框类型. 

·剩下的一些参数不是很重要，比如 subset 可以选择一个用来观察的子集. 

lm() 除了进行线性回归还可以做单因素方差分析、协方差分析，不过后者有封装好的函数 aov() ，这个

函数实质也是在调用 lm() . 

lm() 参考文档 https://www.rdocumentation.org/packages/stats/versions/3.6.2/topics/lm 

aov() 参考文档 https://www.rdocumentation.org/packages/stats/versions/3.6.2/topics/aov 

 

关于模型的函数： 

·summary(fit) ：提供一个详细的结果，包括多种参数与指标，含部分以下函数列出的参数. 

 

·coefficients(fit) ：列出拟合的参数，包括截距(如果有). 

·cofint(fit) ：列出拟合参数的置信区间. 

·fitted(fit) ：列出预测值. 

·residuals(fit) ：列出残差. 

·vcov(fit) ：列出拟合参数的协方差阵. 

·AIC(fit)、BIC(fit) ：列出 AIC、BIC 统计量的值. 

·plot(fit) ：绘制一系列用以评价模型的回归诊断图，包含 Q-Q 图. 

·predict(fit, data) ：预测. 

 

R 语言线性回归的例子： 

dataSet <- read.csv("data.csv") 

 

fit <- lm(Effect ~ Gender + Age * Method, data = dataSet) 

summary(fit) 

 

https://www.rdocumentation.org/packages/stats/versions/3.6.2/topics/lm
https://www.rdocumentation.org/packages/stats/versions/3.6.2/topics/aov
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R 语言：Logistic 回归 

前文提到了线性回归函数 lm() ，这里我们需要广义线性回归函数 lm() 函数. 

glm(formula, family = gaussian, data, weights, subset, na.action, start = NULL, etastart, mustart, offset, control = list(…), 

model = TRUE, method = "glm.fit", x = FALSE, y = TRUE, singular.ok = TRUE, contrasts = NULL, …) 

glm.fit(x, y, weights = rep(1, nobs), start = NULL, etastart = NULL, mustart = NULL, offset = rep(0, nobs), family = gaussian(), 

control = list(), intercept = TRUE, singular.ok = TRUE) 

 

重要参数的选择： 

·family：选择相应变量分布的假设与连接函数，比如 family = binomal(link = 'logit') 表示响应变量分布假设

为二项分布，用 Logistic 函数作为连接函数，这时做的便是逻辑回归；family = binomal(link = 'probit') 表示响应

变量分布假设为二项分布，用 Probit 函数作为连接函数；family = poisson(link = 'identity') 表示响应变量分布假

设为泊松分布，用 𝑓(𝑥) = 𝑥 作为连接函数. 

·control：控制误差与最大迭代次数，例如 control = list(epsilon=1e-8, maxit=25) 中 epsilon 为终止准则的误

差，maxit 为最大迭代次数. 

glm() 参考文档 https://www.rdocumentation.org/packages/stats/versions/3.6.2/topics/glm 

 

R 语言 Logistic 回归的例子： 

dataSet <- read.csv("data.csv") 

 

fit <- glm(Effect ~ Gender + Age + Method, family = binomial(link = "logit"), data = dataSet, 

control = list(maxit = 200)) 

summary(fit) 

 

 

Python：Logistic 回归 (sklearn库) 

1. import pandas as pd   

2. import sklearn as sl   

3.    

4.    

5. data = pd.read_csv('data.csv')   

6.    

7. X = data.loc[:, ['Gender']]   

8. Y = data.loc[:, ['Effect']]   

9.    

10.    

11. model = sl.linear_model.LogisticRegression()  # Logistic Regression (逻辑回归)   

12. model.fit(X, Y)   

13. pre = model.predict(X)   

14. print("Line regression predict result: ", pre)   

15.    

16. epsilon = pd.sqrt(sl.metrics.mean_squared_error(Y, pre))   

17. print("Line regression mean squared error: ", epsilon)   

 

7. 参数的选取：信息准则 

https://www.rdocumentation.org/packages/stats/versions/3.6.2/topics/glm
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AIC 

AIC 建立在信息论上，又称赤池信息量准则，是 KL 散度的估计量；一般假设模型误差服从相互独立

的正态分布，记 𝑘 为参数的数量、𝑅𝑆𝑆 为残差平方和、𝐶 是依赖于数据的常量， 

𝐴𝐼𝐶 = 2𝑘 − 2 log �̂� = 2𝑘 + 𝑛 log 𝑅𝑆𝑆 − (𝑛 log 𝑛 + 2𝐶) 

由于 (𝑛 log 𝑛 + 2𝐶) 不影响相同一批数据不同模型 AIC 值的差别，所以可以只考虑 AIC 的一部分用以

对比 

𝐴𝐼𝐶 =
.
2𝑘 + 𝑛 log (

𝑅𝑆𝑆

𝑛
)或 2𝑘 + 𝑛 log 𝑅𝑆𝑆 

倾向于选择 AIC 较小的模型，当 𝑘 增大通常能“更多地拟合”，这会让似然函数最大值 �̂� 的值也增大

而使得 AIC 的值减小，但 𝑘 太大的时候会大大影响 AIC 的值使之也变得庞大，与其同时出现的问题是过拟

合，这是应该避免的情况，因此倾向于选择 AIC 小的模型. 

当样本量较小的时候一般更正 AIC 为 AICc，即更正后的赤池信息量准则，而 AICc 在样本量增加的

时候又会收敛到 AIC，可以证明在任何大小的样本量下都可以使用 AICc，同时还有另一种指标 AICu. 

𝐴𝐼𝐶𝑐 = 𝐴𝐼𝐶 +
2𝑘(𝑘 + 1)

𝑛 − 𝑘 − 1
=
.
log (

𝑅𝑆𝑆

𝑛
) +

𝑛 + 𝑘

𝑛 − 𝑘 − 2
 

𝐴𝐼𝐶𝑢 = log (
𝑅𝑆𝑆

𝑛 − 𝑘
) +

𝑛 + 𝑘

𝑛 − 𝑘 − 2
 

BIC 

BIC 又称贝叶斯信息量准则，BIC 对过量参数的惩罚比 AIC 更重，AIC 的惩罚是 2𝑘 而 BIC 的惩罚是

 𝑘 log 𝑛，因此应用 BIC 更容易选出一个参数更少的模型. 

𝐵𝐼𝐶 = 𝑘 log 𝑛 + 𝑛 log (
𝑅𝑆𝑆

𝑛
) 

其他信息准则 

我们还有 FIC、HQC 等准则与多种散度用来解决模型选择问题. 

AIC: https://en.wikipedia.org/wiki/Akaike_information_criterion 

BIC: https://en.wikipedia.org/wiki/Bayesian_information_criterion 

FIC: https://en.wikipedia.org/wiki/Focused_information_criterion 

HQC: https://en.wikipedia.org/wiki/Hannan%E2%80%93Quinn_information_criterion 

KL 散度: https://en.wikipedia.org/wiki/Kullback%E2%80%93Leibler_divergence 

JS 散度: https://en.wikipedia.org/wiki/Jensen%E2%80%93Shannon_divergence 

WAIC: https://en.wikipedia.org/wiki/Watanabe%E2%80%93Akaike_information_criterion 

 

8. 统计检验 

一般用 F 检验、Wald 检验、似然比检验和拉格朗日乘子检验来假设检验回归系数与 0 是否存在显著差

异（实质是对若干约束假设进行的检验），其中 Wald 检验在某些情况下会给出错误的结论，如标准误 𝑆𝐸 较

大时（比方数据比较极端，𝑃(𝑌 = 1 | 𝑋) 在某点激增）. 

这些内容过于复杂了，暂不打算深入讨论，仅简单说明. 

F 检验：原假设为 𝑘 个回归系数都为 0，备择假设为回归系数不全为 0，则 

𝐸𝑆𝑆
𝑘

  
𝑅𝑆𝑆

𝑛 − 𝑘 − 1
  
 ~
L
 𝐹(𝑘, 𝑛 − 𝑘 − 1) 

F 检验针对线性约束且需要满足随机扰动项满足误差正态分布，对误差分布没有假设时 F 检验失效，

https://en.wikipedia.org/wiki/Akaike_information_criterion
https://en.wikipedia.org/wiki/Bayesian_information_criterion
https://en.wikipedia.org/wiki/Focused_information_criterion
https://en.wikipedia.org/wiki/Hannan%E2%80%93Quinn_information_criterion
https://en.wikipedia.org/wiki/Kullback%E2%80%93Leibler_divergence
https://en.wikipedia.org/wiki/Jensen%E2%80%93Shannon_divergence
https://en.wikipedia.org/wiki/Watanabe%E2%80%93Akaike_information_criterion
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这时 Wald 检验会是个可能的不错选择. Wald 统计量是一个标准化后的二次型，Wald 检验是一致参数统计

方法，直接检验了参数的 MLE 与原假设的差异，这与似然比检验、得分检验底层逻辑上不同；更一般的

Wald 检验不仅能用来检验若干回归系数是否显著为 0，设原假设为 (𝛽𝑖1 , 𝛽𝑖2 , . . . , 𝛽𝑖𝑘) = 𝟎，即约束 𝑅𝛽 − 𝑞 =

0 成立，𝑊 = (𝑅�̂� − 𝑞)
𝑇
(𝑅�̂�2(𝑋𝑇𝑋)𝑅𝑇)−1(𝑅�̂� − 𝑞) ~

L
 𝜒2(𝑘)，𝑘 为约束个数，�̂�2 为残差方差的估计；特别地，

对于检验某一个回归系数是否显著为 0，Wald 检验的渐进分布为 

�̂�𝑗

𝑆𝐸�̂�𝑗
 ~
L
 𝑁(0,1) 

剩下的许多检验，不再赘述. 
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——对数线性模型—— 

Logistic 回归一般用来解决仅有一种因变量但其有 2 个或 2 个以上取值的分类问题，如果分类问题的

因变量有多个，可以考虑对数线性模型. 

Logistic 回归模型考虑了 𝑃(𝑌 = 1 | 𝑋) 与协变量间的关系，对数线性模型描述期望频数与协变量间的

联系；同 Logistic 回归模型一样地，Logistic 回归模型中为了将介于 0 和 1 的概率取值映射到 ℝ 做了 Logistic

变换，对数线性模型中为了将大于等于 0 的频数取值映射到 ℝ 取了其对数. 

log𝑚 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥1+. . . +𝛽𝑘𝑥𝑘 

Logistic 模型中认为 𝑌 服从两点分布，对数线性模型中认为 𝑌 服从泊松分布. 

二者都属于广义线性模型. 

关于广义线性模型的 canonical link function： 

 

来源：https://en.wikipedia.org/wiki/Generalized_linear_model#Link_function 

 

 

1. 二维列联表的对数线性模型 

记二维列联表期望频数为 𝑚𝑖𝑗 = 𝔼(𝑛𝑖𝑗), i = 1, . . . , r, j = 1, . . . , c，𝜇𝑎(𝑖) 代表属性 𝐴 在 𝐴𝑖  时的效应，𝜇𝑏(𝑗) 

代表属性 𝐵 在 𝐵𝑗 时的效应，𝜇𝑎𝑏(𝑖𝑗) 代表属性 𝐴 在 𝐴𝑖  时、属性 𝐵 在 𝐵𝑗 时的交互作用效应. 

① 饱和模型：log𝑚𝑖𝑗 = 𝜇 + 𝜇𝑎(𝑖) + 𝜇𝑏(𝑗) + 𝜇𝑎𝑏(𝑖𝑗) 

其中，∑𝜇𝑎(𝑖)

𝑟

𝑖=1

=∑𝜇b(j)

c

j=1

= 0，

{
 
 

 
 ∑𝜇𝑎𝑏(𝑖𝑗)

𝑐

𝑗=1

,   𝑖 = 1, . . . , 𝑟

∑𝜇𝑎𝑏(𝑖𝑗)

𝑟

𝑗=1

,   𝑗 = 1, . . . , 𝑐

 

② 非饱和模型：log𝑚𝑖𝑗 = 𝜇 + 𝜇𝑎(𝑖) + 𝜇𝑏(𝑗)，即不考虑交互效应. 

https://en.wikipedia.org/wiki/Generalized_linear_model#Link_function
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log𝑚𝑖𝑗 = 𝜇 + 𝜇𝑎(𝑖)，即只考虑属性 A 的效应，𝐴、𝐵 相互独立且 𝐵 边际分布为均匀分布. 

log𝑚𝑖𝑗 = 𝜇 + 𝜇𝑏(𝑗)，即只考虑属性 𝐵 的效应，𝐴、𝐵 相互独立且 𝐵 边际分布为均匀分布. 

 

模型分类 被检验模型 
期望频数的

估计 �̂�𝑖𝑗 
似然比检验统计量 Pearson  𝜒2 检验统计量 

渐进 𝜒2 分布自

由度 

饱和模型  log𝑚𝑖𝑗 = 𝜇 + 𝜇𝑎(𝑖) + 𝜇𝑏(𝑗) + 𝜇𝑎𝑏(𝑖𝑗)   𝑛𝑖𝑗 
   

非饱和模型 

log𝑚𝑖𝑗 = 𝜇 + 𝜇𝑎(𝑖) + 𝜇𝑏(𝑗)   
𝑛𝑖+𝑛+𝑗

𝑛
  

∑∑
(𝑛𝑖𝑗 − �̂�𝑖𝑗)

2

�̂�𝑖𝑗

𝑐

𝑗=1

𝑟

𝑖=1

 

 

−2 log 𝛬 

= −2∑∑𝑛𝑖𝑗 log (
 �̂�𝑖𝑗

𝑛𝑖𝑗
)

𝑐

𝑗=1

𝑟

𝑖=1

 

(𝑟 − 1)(𝑐 − 1) 

  log𝑚𝑖𝑗 = 𝜇 + 𝜇𝑎(𝑖)   
𝑛𝑖+
𝑐

   𝑟(𝑐 − 1) 

  log𝑚𝑖𝑗 = 𝜇 + 𝜇𝑏(𝑗)   
𝑛+𝑗

𝑟
   𝑐(𝑟 − 1) 

 

2. 高维列联表的对数线性模型 
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补：第七章，对数线性模型 
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