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提   要 

 

本文主要讨论了矩阵加权形式的估计并进一步研究了

James-Stein 估计和 Stein 提出的估计的性质。论文大致分为三部

分：第一部分将 Green and Strawderman(1991)（独立条件下） 以

及 Judge and Mittelhammer(2004)（相关条件下）提出的加权组

合估计量推广到了更一般的矩阵加权形式的估计量，讨论了矩阵加

权组合估计和原来的组合估计的风险之间的关系，论述了矩阵加权

估计的优良性与实用性。第二部分，根据第一部分的思想和形式，

我们把 James-Stein 估计推广到矩阵形式，同时比较了它和

James-Stein 估计的风险之间的关系。第三部分，我们初步的讨论

了 Stein(1956)提出的估计与 James-Stein 估计之间的关系，并论

述了 Stein(1956)提出的估计的优良性。 
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前     言 

对于 p 维正态分布，当 1=p 时， Hodges and Lehmann(1950)，

Girshick and Savage(1951)及 Blyth(1951)分别用不同的方法证

明了均值θ的通常的估计量，即样本均值，在平方损失下是可容许

的。当 2=p 时，Stein(1956)证明了样本均值在平方损失下是可容

许的，同时，也得出了令统计学家非常惊讶的结果：设 X 表示 p 维

正态随机向量， θ=)(XE ， IXX =),cov( 。则当 3≥p 时， X 不再

是可容许的了。当 a充分小，b 充分大时，估计量 X
XXb

a )1(
′+

− 虽

然是有偏的，但它的风险小于 X 的风险。随后，James and 

Stein(1961)给出了完全控制估计量 X 的 James-Stein 估计

X
XX

pJS )21(ˆ
′
−

−=δ ，并讨论了估计量 X
XX

aa )1()(ˆ
′

−=δ ，指出当

2−= pa 时， )(ˆ aδ = JSδ̂ 的风险达到最小。                   

自 Stein(1956)以来，掀起了各国统计学家研究容许性的热潮。 

Stein(1964)讨论了均值未知的条件下，正态分布的方差估计量的

不可容许性。Brown(1966)证明了当维数 3≥p 时，在凸损失意义下，

位置参数的最优同变估计是不可容许的。 

同时，许多统计学家对 James-Stein 估计 X
XX

pJS )21(ˆ
′
−

−=δ 进

行了讨论。Srivastava and Bilodeau(1989)讨论了椭球分布的

James-Stein 估计。Brandwein and Strawderman(1990,1991)讨论

了球对称情况下的 James-Stein 估计及其一般形式。Stein(1981)，
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Brandwein and Strawderman(1990)给出了 James-Stein 估计的风

险一致优于 X 的风险的较为简单的证明。Ralescu, Brandwein and 

Strawderman(1992)讨论了非正态球对称分布的位置参数族的

James-Stein 估计。还有很多工作也可以参看 Susarla(1976)，

Moore and Brook(1978), Alam and Hawkes(1979) ， Phillips 

(1984)，Ohtani(1999)等。 

统计学家也对 James-Stein 估计进行了很多的修正与改进。

Branchik(1970)关于 James-Stein 估计给出了非常好的改进，得到

了风险比 JSδ̂ 的风险更小的统计量 X
XX

pJS
++ ′

−
−= ))2(1(ˆ

2σδ ，这里

⎩
⎨
⎧

<
≥

=+ 0,0
0,

)(
a
aa

a 。虽然，它还是不可容许的，但 Efron and Morris 

(1973a)证明了 JS
+δ̂ 是接近于 Bayes 规则的，同时提出难以寻出控制

JS
+δ̂ 的估计量。直到 20 年后，Shao and Strawderman(1994)提出了

风险比 JS
+δ̂ 的风险更小的估计量。另外 Berry(1994) 用 stein 形式

的方差估计来改进多元正态均值的 James-Stein 估计。相应的工作

还可参见 Oman(1983), Li and Bhoj(1988)，Kubokawa(1991) 

人们也把 James-Stein 估计用于很多领域，例如经常用于回归

分析领域。Ullah and Ullah(1973)在回归模型中引入了所谓的重

K 类估计方法改进最小二乘估计量。Ohtani(1993)在错误指定

(misspecified)线性回归模型中比较了 James-Stein 估计和

James-Stein 估计的正部,导出了 James-Stein 估计的正部的预测

风险的精确表达式，并给出了在错误指定条件下，James-Stein 估

计的正部优于 James-Stein 估计的充要条件。Srivastava and 
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Srivastava(1993)讨论了回归模型系数的 James-Stein 估计在

Pitman 准则下的性质。Ohtani(1996)讨论了在错误指定模型中

James-Stein 估计的改进。其它的工作还可参见 Ohtani(1998)，

Namba(2000)。 

同时，许多统计学家探讨了 James-Stein 估计与 Bayes 估计及

minimax 估计之间的关系。最近，Maruyama(2003，2004)利用混合

先验给出了正态均值向量的广义 Bayes 估计量。在一定条件下，这

些估计是可以控制 James-Stein 估计的。早期的工作还有，Efron 

and Morris（1972，1973，1975）利用 James-Stein 估计提出了经

验 Bayes 估计，并比较了它们之间的关系。 Baranchik(1973)研究

了当变量个数多于 3时，多元回归问题中极大似然估计的不可容许

性，并获得了参数的 James-Stein 估计形式的 minimax 估计。

Takada(1979)研究了方差混合的正态分布的一个先验分布族，给出

了 James-Stein 估计的正部形式的后验众数，并证明了该后验众数

的风险小于极大似然估计的风险。Groenewald and van der 

Merwe(1979)导出多元回归模型中参数的 James-Stein 估计形式的

minimax 估计的渐近分布，并讨论了这种 minimax 估计和极大似然

估计的关系。Li(1982)得到了风险优于 James-Stein 估计的经验

Bayes 估计，这种经验 Bayes 估计是可容许的，并且是渐近最优的。

Fan and Fang (1985)讨论了椭球等高分布的位置参数的两阶段

Stein 估计及 Minimax 估计，并给出了一些关于样本均值和 Stein

估计的序贯 Minimax 性质。Maruyama(1999)得到了一类广义 Bayes

估计，证明了它优于 James-Stein 估计，并说明了该类 Bayes 估计

中的一个序列弱收敛到 James-Stein 估计的正部。 

James-Stein 估计也用到其它的一些地方，Taniguchi and 



吉林大学博士学位论文            矩阵加权估计及 James-Stein 估计的再研究       

 4  

Hirukawa(2005)给出了基于高斯过程的 James-Stein 估计。Kumar, 

Tripathi and Misra(2005)讨论了序约束情况下，正态均值的

James-Stein 形式的估计。Robert, Gene Hwang and Strawderman

（1993）在 Pitman 准则下讨论了 James-Stein 估计，证明了在该

准则下 James-Stein 估计优于估计量 X 。 

在众多关于 James-Stein 估计的改进和应用的工作中，令我们

非常感兴趣的是 Green and Strawderman(1991)利用 Stein 估计的

思想和形式给出了新的加权组合估计量的方法。与以前的方法不同

的是这里的辅助变量是可能有偏的。该文章中，作者讨论了正态分

布下，这种新的组合估计的优良性。Judge and Mittelhammer(2004) 

将 Green and Strawderman(1991) 的结果推广到加权估计中变量

之间相关的情形。作者通过数值模拟的方法讨论了加权估计的优良

性。同时，还考虑了估计量的相合性和渐近正态性，以及估计量的

渐近风险。 

本文将 Green and Strawderman(1991)（独立条件下）以及

Judge and Mittelhammer(2004)（相关条件下）提出的加权组合估

计量推广到了更一般的矩阵加权形式。而后，运用类似的思想和形

式给出了矩阵形式的 James-Stein 估计量。最后，我们讨论了

Stein(1956)提出的估计量(Stein 估计)与 James-Stein 估计的关

系。 

全文安排如下： 

第一章 给出了独立情况下，使得矩阵加权组合估计量的风险

达到最小的矩阵，并且讨论了相应估计量的优良性； 

第二章 给出了相关情况下，使得矩阵加权组合估计量的风险

达到最小的矩阵，并且讨论了相应估计量的优良性； 
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第三章 讨论了矩阵形式的 James-Stein 估计以及该估计的风

险和优良性； 

第四章 进一步研究了 Stein(1956)提出的估计量。并比较了

该估计量与 James-Stein 估计的关系，讨论了该估计量的优良性。 
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第一章  独立情况的矩阵加权组合估计量 
 

§1.1  引  言 

 

Green and Strawderman(1991)利用 Stein 估计的思想和形

式给出了的加权组合估计量的新方法。与以前的方法不同的是这里

的辅助变量是可能有偏的，并讨论了这种加权估计量的优良性。这

一章中，我将 Green and Strawderman(1991)提出的加权组合估计

YaaXYXlc
a )1(),( −+=δ 推 广 到 更 一 般 的 矩 阵 加 权 形 式 

+= AXYXmc
A ),(δ YAI )( − 。 

本章安排如下：1.2 节给出使得加权估计量 =),( YXmc
Aδ  

YAIAX )( −+ 的风险达到最小的矩阵 0A ；1.3 节讨论了未知参数的

估计问题；1.4 节应用数值模拟比较了两种加权组合估计的风险之

间的关系。这里我们需要强调的是，如果没有特殊指明，本论文所

讨论的问题都是在平方损失意义下进行研究的。 

 

§1.2  矩阵的导出 

 

设 p 维随机向量 ),(~ 2 INX p σθ ， ),(~ 2INY p τξθ + ，并且 X 与

Y 独立，其中 2σ ， 2τ 已知，θ，ξ未知。Green and Strawderman(1991)
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给出了使得 YaaXYXlc
a )1(),( −+=δ 的风险达到最小的 0a 为

ξξστ
ξξτ

′++
′+

22

2

pp
p

， 这 时 ， ×
′++

−=
ξξστ

σδ 22

2

),(
0 pp

pXYXlc
a  

)( YX − ，它的风险为
ξξστ

σξξτδ
′++

′+
= 22

22 )()),((
0 pp

ppYXMSE lc
a . 

如果把 ),( YXlc
aδ 写成 IYaaIX )1( −+ ，则 ),( YXlc

aδ 成为了一

个矩阵加权组合估计量。那么，在矩阵加权估计中， ),(
0

YXlc
aδ 的风

险是否还能达到最小，是我们感兴趣的。下面定理 1.1 给出了使得

矩阵加权组合估计 YAIAXYXmc
A )(),( −+=δ 的风险达到最小的矩

阵 0A 及 ),(
0

YXmc
Aδ 的风险。 

 

定理 1.1 设 p 维随机向量 ),(~ 2 INX p σθ ， ),(~ 2INY p τξθ + ，

并且 X 与Y 独立，其中 2σ ， 2τ 已知，θ ，ξ 未知。则使得矩阵加

权组合估计 YAIAXYXmc
A )(),( −+=δ 的风险达到最小的矩阵 0A 为

)()( 2122 ξξτξξστ ′+′++ − III 。这时， ),(
0

YXmc
Aδ 的风险为 

)))((()),(( 12222
0

−′++′+= ξξστξξτσδ IIItrYXMSE mc
A ． 

为证明定理 1.1，我们不加证明的给出下面三个引理。 

 

引理 1.1 矩阵 122 )( −′++ ξξστ II 和 ξξτ ′+I2 是可交换的，即   

  )()())(( 21221222 ξξτξξστξξστξξτ ′+′++=′++′+ −− IIIIII ． 

 

引理 1.2 设方阵 BA ≥ （即 0≥− BA , BA − 为非负定矩阵），
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则 trBtrA ≥ ，且等号成立⇔ BA = 。 

 

引理 1.3 若方阵 A使得 0=′AA ，则 0=A 。 

 

下面来证明定理 1.1 

由 ),(~ 2INX p σθ ， ),(~ 2INY p τξθ + ，并且 X ，Y 独立，我

们可以得到 

)),(( YXMSE mc
Aδ  

)]),(()),([( θδθδ −′−= YXYXE mc
A

mc
A  

))])(()(()))(()([( θθθθ −−+−′−−+−= YAIXAYAIXAE  

)])(()[()( 22 ξξτσ ′+−′−+⋅′= IAIAItrAAtr  

])()()[( 22222 ξξτξξτξξτξξστ ′++′+−′+′−′′++= IAIIAAAIItr  

×′++′++−′′++= −1222222 ))([(])[( ξξστξξστξξστ IIIItrAAIItr     

+′++′+′′++−′+ − ]))(()[(])( 1222222 ξξστξξτξξστξξτ IIIAIItrAI

)2 ξξτ ′+p ． 

令 ξξστ ′++= IIB 22 ， ξξτ ′+= IC 2 ，由引理 2.1 知 1−B 与C 是

可交换的，从而 

)),(( YXMSE mc
Aδ  

)]([)]([ 11111 −−−−− −++−′−′= CBICtrCCBBACBCBAAABtr  

)()]()([ 1211 CBtrCBACBABtr −−− +−′−= σ ． 

由B 为正定矩阵，可知存在非奇异矩阵Q使得 QQB ′= 。因此
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有 

)(])())[(()),(( 1211 CBtrQCBAQCBAtrYXMSE mc
A

−−− +−′−= σδ . 

又 0])())[(( 11 ≥−′− −− QCBAQCBAtr ，由引理 1.2，可知当且仅

当 0)())(( 11 =−′′− −− QCBAQCBA 时， ),( YXmc
Aδ 风险才能达到最小。 

又由引理 1.3，可知由 0)())(( 11 =−′′− −− QCBAQCBA 即可得到 

QCBA ′− − )( 1 0= ，也就是 01 =− − CBA 。 

因此，当 )()( 2122
0 ξξτξξστ ′+′++== − IIIAA 时， ),( YXmc

Aδ 的

风险达到最小，这时 ),(
0

YXmc
Aδ 的风险为  

)))((()),(( 12222
0

−′++′+= ξξστξξτσδ IIItrYXMSE mc
A . 

     定理 1.1 得证。 

 

下面我们将讨论 ),(
0

YXlc
aδ 和 ),(

0
YXmc

Aδ 的关系，通过引理 1.4、

定理 1.2 和推论 1.1 来比较 ),(
0

YXmc
Aδ 的风险与 ),(

0
YXlc

aδ 的风险之

间的关系。 
 

引理 1.4 设 p 阶对称方阵 0>A ， BB ′= ，则存在非奇异矩阵

C ，使 

ICCA =′ ， 

且 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=Λ=′

p

CCB
λ

λ

0

01

, 
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其中 pλλ ,,1 为 0=− AB λ 的根。 

该引理的证明可以参见张尧庭、方开泰(1997)。 

 

定理 1.2 设 p 阶对称方阵 0>A ， 0>B ，则 

1
11

11

)( −
−−

−−

+≥
+
⋅ BAtr

trBtrA
trBtrA

.                 

 

证明：由 0>A ， 0>B ，及引理 1.4 可知 

   CCCCA ′=′= −−−− 1111 ))(( ， CCCCB 11111 ))(( −−−−− Λ′=′Λ= ， 

且 

CICCCCCBA 1111111 )())()(()( −−−−−−− Λ+′=′Λ+′⋅=+ . 

因此，  

)()(
)()(

1

1

11

11

CCtrCCtr
CCtrCCtr

trBtrA
trBtrAhp −

−

−−

−−

Λ′+′
Λ′⋅′

=
+
⋅

= . 

令 CCT ′= ， 0>it 表示T 的对角线元素， 0>iλ 为Λ的对角线元素，

pi ,,2,1= ，则有 

∑∑

∑∑

==

==
−

−

+

⋅
=

Λ+
Λ⋅

= p

i i

i
p

i
i

p

i i

i
p

i
i

p tt

tt

TtrtrT
TtrtrTh

11

11
1

1

)(
)(

λ

λ
， 

且 

))(())(()( 111 TItrCICtrBAtrl p
−−− Λ+=Λ+′=+=  

      ∑
= +

=
p

i i

it
1 1 λ

. 
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故要证明定理，只需要证明：  

∑
∑∑

∑∑
=

==

==

+
≥

+

⋅
p

i i

i
p

i i

i
p

i
i

p

i i

i
p

i
i t

t
t

t
t

1

11

11

1 λ
λ

λ
． 

下面我们用数学归纳法证明该不等式。 

易知，当 1=p 时，等号成立。当 2=p 时， 

2

2

1

1
21

2

2

1

1
21

2

))((

λλ

λλ
tttt

tttt
h

+++

++
=

21122121

211221

)(
))((

tttt
tttt
λλλλ

λλ
+++

++
= , 

=
+

+
+

=
2

2

1

1
2 11 λλ

ttl
)1)(1( 21

211221

λλ
λλ

++
+++ tttt

. 

令 21 tta += ， 2112 ttb λλ += ，则 

ba
abh

+
=

21
2 λλ

，  
)1)(1( 21

2 λλ ++
+

=
bal ． 

从而有 

)1)(1)((
)(

2121

22
2121

22 λλλλ
λλλλ

+++
−−+

=−
ba

baablh . 

由于 

22
2121 )( baab −−+ λλλλ  

))(( 21 baba −−−= λλ  

))()()(( 112212112211 tttttttt λλλλλλ −−+−−+−=  

0)( 21
2

21 ≥−= ttλλ , 
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因此，当 2=p 时，不等式成立. 

假设 kp = 时， 不等式成立，即 

∑
∑∑

∑∑
=

==

==

+
=≥

+

⋅
=

k

i i

i
kk

i i

i
k

i
i

k

i i

i
k

i
i

k
t

l
t

t

t
t

h
1

11

11

1 λ
λ

λ
． 

当 1+= kp 时，令 ∑
=

=
k

i
ita

1
， ∑

=

=
k

i i

itb
1 λ

，
b
ac = ，则有 

1

1
1

1

1
1

1 1

1
1

1

1 1

1
1

1
1

)()()()(

+

+
+

+

+
+

= +

+
+

=

= +

+
+

=
+

+++

+⋅+
=

+++

+⋅+
=

∑∑

∑∑

k

k
k

k

k
k

k

i k

k

i

i
k

k

i
i

k

i k

k

i

i
k

k

i
i

k t
bta

t
bta

tt
tt

tt
tt

h

λ

λ

λλ

λλ
 

1

1
1

1

1
1 )()(

+

+
+

+

+
+

+++

+⋅+
=

k

k
k

k

k
k

t
c
ata

t
c
ata

λ

λ
， 

1

1

1
1 11 +

+

=
+ +

+
+

= ∑
k

k
k

i i

i
k

tt
l

λλ
 

  
1

1

1

1

111 +

+

+

+

+
+

+
=

+
+

+
≤

k

k

k

k t
c

at
ba

ab
λλ

． 

因此，由 2=p 时的证明知，当 1+= kp 时，不等式成立。 

定理 1.2 得证. 

 

推论 1.1   

1. 当 1=p 时， )),((
0

YXMSE mc
Aδ = )),((

0
YXMSE lc

aδ ； 

2. 当 2≥p 时, ≤)),((
0

YXMSE mc
Aδ )),((

0
YXMSE lc

aδ . 
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证明：  

  )))((()),(( 12222
0

−′++′+= ξξστξξτσδ IIItrYXMSE mc
A  

                  11212 ])()[( −−− +′+= IItr σξξτ  

1)( −+= BAtr , 

且 
ξξστ

σξξτδ
′++

′+
= 22

22 )()),((
0 pp

ppYXMSE lc
a 11

11

−−

−−

+
⋅

=
trBtrA
trBtrA

. 

又 02 >′+ ξξτ I ， 02 >Iσ , 因此，由定理 1.2 知推论 1.1 成立。 

 

注释 1.1 注意到 

ξστξ
στξξστστξξστ 122

122122
122122

)(1
)()()()( −

−−
−−

+′+
+′+

−+=′++
II

IIIIIIII , 

参见方开泰(1989)。于是 

)()( 2122
0 ξξτξξστ ′+′++= − IIIA   

))(()( 2
22

122 ξξτ
ξξστ

ξξστ ′+
′++

′
−+= − II , 

从而 

ξξξτ
ξξστ

ξξστξ ))(()( 2
22

122
0 ′+

′++
′

−+= − IIA   

ξ
ξξστ

ξξτ
′++

′+
= 22

2

, 

即，
ξξστ

ξξτ
′++

′+
22

2

和ξ分别为 0A 的特征根和特征向量。 
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§1.3  未知参数的估计 

 

  在§1.2我们给出了使得 YAIAXYXmc
A )(),( −+=δ 的风险达到

最小的矩阵 0A 。但是，注意到这里ξ的未知性，因此需要对它进行

估计。 

令 ),(~ 2
...

INX p

dii

i σθ ， ),(~ 2
...

INY p

dii

i τξθ + ， ni ,,2,1= ，并且，

iX 与 iY 相互独立。这时， 

)]()(1[
1

ii

n

i
ii YXYX

n
E −′−∑

=

ξξστ ′++= 22 pp ， 

同时， 

∑
=

−
n

i
ii YX

n
E

1
)(1[ =′− ])( ii YX ξξστ ′++ II 22

. 

因此，我们可以用下面两个估计量来估计 ),(
0

YXlc
aδ 和 ),(

0
YXmc

Aδ ， 

),(ˆ YXlcδ ∑
=

=
n

i

lc
i YX

n 1
),(ˆ1 δ  

∑
∑=

=

−
−′−

−=
n

i
ii

ii

n

i
ii

i YX
YXYX

n

pX
n 1

1

2

)](
)()(1

[1 σ  

)(
)()(1

1

2

YX
YXYX

n

pX
ii

n

i
ii

−
−′−

−=

∑
=

σ , 
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∑
=

=
n

i

mc
i

mc YX
n

YX
1

),(ˆ1),(ˆ δδ   

})(]))((1[{1
1

1

1

2∑ ∑
=

−

=

−′−−−=
n

i
ii

n

i
iiiii YXYXYX

n
X

n
σ  

)(]))((1[ 1

1

2 YXYXYX
n

X
n

i
iiii −′−−−= −

=
∑σ . 

我们将在§1.4 利用数值模拟比较 ),(ˆ YXlcδ 和 ),(ˆ YXmcδ 的风

险之间的关系。 

 

§1.4  风险的数值模拟比较 

 

在这一节中，我们将考虑估计 ),(ˆ YXlcδ 和 ),(ˆ YXmcδ 的风险的

数值模拟的比较。观察维数 p 、 ξξ ′ 、 2σ 和 2τ 的变化对两种估计的

风险的比值 )),(ˆ()),(ˆ( YXMSEYXMSEr lcmc δδ= 的影响。 

  表 1.1 给出了各个变量的不同取值，表 1.2-表 1.5 分别给出了

2σ 、 2τ 、 p 和 ξξ ′ 的变化对比值 r 的影响。 

表 1.1 
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                            表 1.2               412 == pτ  

 
表 1.3                     24 =′= ξξp  
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                                 表 1.4                     44 =′= ξξp  

 
 
表 1.5                     48 =′= ξξp  
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由模拟结果可以得到如下结论： 

1. 由表 1.2 我们可以观察到，当 ξξ ′ 很小时，即使 2σ 很小，

结果也不是很好，即 1>r 。但是不论 2σ 多大，当 ξξ ′ 增大时， r 都

会逐渐变小而后变大，并且一定会小于 1。同时，当 ξξ ′ 充分大以

后，不论 2σ 多大， r 都会趋向于 1.  

当 1≥′ξξ 时，由表 1.3 至表 1.5 还可以得到, 

2. 由表 1.3 我们可以观察到，随着 2σ 的增大，r 先减小而后

增大，当 2σ 很大以后，结果不是很好，即 1>r 。而当 2τ 增大时，

r 先增大而后减少。但当 2τ 充分大以后，不论 2σ 多大， r 都会趋

向于 1； 

3. 表 1.3 和表 1.5 表明当 p 固定时，随着 ξξ ′ 增大，比值 r 会

减小，但 ξξ ′ 的变化不会改变 2σ 和 2τ 对 r 的影响； 

4. 从表 1.3至表 1.5 可以看出当 2σ 和 2τ 不是很大时，随着 p

增大，r 会变小；而当 2σ 和 2τ 变得大了一些以后，随着 p 增大，r

会变大。但同 ξξ ′ 一样，p 值的变化也不会改变 2σ 和 2τ 对 r 的影响。 

   事实上，在实际问题中 2σ 和 2τ 都不是很大，因此，当 1≥′ξξ  

时，我们的方法还是较为实用的。我们将在以后的工作中改进估计

量中的不足之处。 
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第二章  相关情况的矩阵加权组合估计量 
 

§2.1  引  言 

 

Judge and Mittelhammer(2004)将 Green and Strawderman 

(1991)的工作推广到了加权估计中变量之间相关的情况。并用了一

个回归模型的例子讨论了这种估计的优良性。本章，我们还将采用

和第一章类似的做法，将 Judge and Mittelhammer 提出的加权组

合估计推广到矩阵加权形式，只是这里的变量是相关的。 

本章安排如下： 2.2 节给出使得加权估计量 =),( YXmc
Aδ +AX  

YAI )( − 的风险达到最小的矩阵 0A ；2.3 节讨论了未知参数的估计

问题；2.4 节应用数值模拟来比较两种加权估计的风险之间的关系。

2.5 节用 Judge and Mittelhammer(2004)提出的回归模型的例子进

一步比较了两种加权估计的风险。 

 

§2.2  矩阵的导出 

 

    设 X ，Y 分别为 p 维正态随机向量， ,)(,)( ξθθ +== YEXE   

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ΦΣ′
ΣΦ

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

2

1cov
Y
X

，其中 1Φ 为 X 的协方差矩阵， 2Φ 为Y 的协方

差矩阵，Σ为 X 与Y 协方差矩阵，且 1Φ ， 2Φ ，Σ，θ 和ξ 是未知
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的。Judge and Mittelhammer(2004)给出了使得 += aXYXlc
a ),(δ  

Ya)1( − 的风险达到最小的 0a 为
)2( 21

2

Σ−′+Φ+Φ
Σ−′+Φ

ξξ
ξξ

tr
trtr

，这时 

)(
)2(

),(
21

1
0

YX
tr

trtrXYXlc
a −

Σ−′+Φ+Φ
Σ−Φ

−=
ξξ

δ , 

它的风险为 

Σ−′+Φ+Φ
Σ−′+ΦΦ

=
trtrtr

trtrtrYXMSE lc
a 2

)()()),((
21

2
21

0 ξξ
ξξ

δ . 

     
注释 2.1 在 Judge 和 Mittelhammer 的一文中，为了要保证

10 ≤≤ a ，且 0
2

)()(

21

2
21 ≥

Σ−′+Φ+Φ
Σ−′+ΦΦ
trtrtr

trtrtr
ξξ

ξξ
，实际上必须满足： 

1. 01 ≥Σ−Φ trtr ； 

2. 02 ≥Σ−′+Φ trtr ξξ ； 

3. 0221 >Σ−′+Φ+Φ trtrtr ξξ ， 0)()( 2
21 ≥Σ−′+ΦΦ trtrtr ξξ . 

 

下面的定理 2.1 给出了在一定条件下使得矩阵加权组合估计

YAIAXYXmc
A )(),( −+=δ 的风险达到最小的矩阵 0A 及 ),(

0
YXmc

Aδ 的

风险。 

 

定理 2.1 设 ),,(~ 1ΦθpNX ),,(~ 2Φ+ξθpNY ),cov( YX Σ= ，

则当 Σ′−Σ−′+Φ+Φ= ξξ21B 为正定矩阵 )0( >B 时，使得矩阵加

权组合估计 YAIAXYXmc
A )(),( −+=δ 的风险达到最小的矩阵 A 为
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1
2120 ))(( −Σ′−Σ−′+Φ+ΦΣ′−′+Φ= ξξξξA ，这时， ),(

0
YXmc

Aδ 的风

险为   

+Φ+ΦΣΣ′−Σ′′+Φ+′+ΦΣ′−′+ΦΦ 212221 ]()()()(([ ξξξξξξtr  

)) 1−Σ′−Σ−′ξξ ． 

 

证明：与定理 1.1 类似可得 

)),(( YXMES mcδ  

))])(()(()))(()([( θθθθ −−+−′−−+−= YAIXAYAIXAE  

])()())(()([ 21 Σ′−+Σ′−′+′+Φ−′−+Φ′= AAIAIAAIAIAAtr ξξ  

)]()()([ 2221 Σ−′+Φ−Σ′−′+Φ′−Σ′−Σ−′+Φ+Φ′= ξξξξξξ AAAAtr

)( 2 ξξ ′+Φ+ tr . 

由 021 >Σ′−Σ−′+Φ+Φ= ξξB ，则 2/12/1 BBB = ,且 2/1B 可逆，

从而 

)),(( YXMES mcδ  

])()([ 2/1
2

2/12/1
2

2/12/12/1 ABBBABABABtr Σ−′+Φ−Σ′−′+Φ′−′= −− ξξξξ

  )( 2 ξξ ′+Φ+ tr  

)])(())([( 2/1
2

2/12/1
2

2/1 −− Σ′−′+Φ−′Σ′−′+Φ−= BABBABtr ξξξξ  

)))(()(( 22
1

2 Σ′−′+ΦΣ−′+Φ−′+Φ+ − ξξξξξξ Btr . 

类似于定理 1.1 的证明，可得当 2/1
2

2/1 )( −Σ′−′+Φ= BAB ξξ 时， 

即 1
2120 ))(( −Σ′−Σ−′+Φ+ΦΣ′−′+Φ== ξξξξAA 时， ),( YXmc

Aδ 的
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风险 )),(( YXMSE mc
Aδ 达到最小，其值为   

)),((
0

YXMSE mc
Aδ  

)))(()(( 22
1

2 Σ′−′+ΦΣ−′+Φ−′+Φ= − ξξξξξξ Btr  

+Φ+ΦΣΣ′−Σ′′+Φ+′+ΦΣ′−′+ΦΦ= 212221 ]()()()(([ ξξξξξξtr  

)) 1−Σ′−Σ−′ξξ . 

这时， 

)())((),( 1
2110

YXXYXmc
A −Σ′−Σ−′+Φ+ΦΣ−Φ−= −ξξδ . 

定理 2.1 得证。 

     

下面的定理 2.2 在一定条件下比较了 )),((
0

YXMSE mc
Aδ 和

)),((
0

YXMSE lc
aδ 之间的关系。 

 

定理 2.2  若 Σ=Σ′ ， 01 >Σ−Φ 及 02 >Σ−′+Φ ξξ 成立，则 

)),(()),((
00

YXMSEYXMSE lc
a

mc
A δδ ≤ . 

 

证明：当满足定理条件时， 

)),((
0

YXMSE mc
Aδ  

+Φ+ΦΣΣ′−Σ′′+Φ+′+ΦΣ′−′+ΦΦ= 212221 ]()()()(([ ξξξξξξtr  

)) 1−Σ′−Σ−′ξξ  

+Φ+ΦΣ−′+ΦΦ= 21
2

21 ]()(([ ξξtr ))2 1−Σ−′ξξ , 
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由于 01 >Σ−Φ ， 02 >Σ−′+Φ ξξ ，根据引理 1.4 可知存在非

奇异矩阵D使得 

DD′=Σ−Φ1 , 

DD Λ′=Σ−′+Φ ξξ2 , 

这里 ),,( 1 pdiag λλ=Λ ， 0>iλ ， pi ,,1= . 

于是， 

22
21 ))(()( Σ−Σ+Λ′Σ+′=Σ−′+ΦΦ DDDDξξ  

Σ′+Λ′Σ+Λ′′= DDDDDDDD , 

且 

11
21 )()2( −− Λ′+′=Σ−′+Φ+Φ DDDDξξ  

111 )()( −−− ′Λ+= DID . 

从而， 

)),((
0

YXMSE mc
Aδ  

+Φ+ΦΣΣ′−Σ′′+Φ+′+ΦΣ′−′+ΦΦ= 212221 ]()()()(([ ξξξξξξtr  

)) 1−Σ′−Σ−′ξξ  

+Φ+ΦΣ−′+ΦΦ= 21
2

21 ]()(([ ξξtr ))2 1−Σ−′ξξ  

])()()[( 111 −−− ′Λ+Σ′+Λ′Σ+Λ′′= DIDDDDDDDDDtr  

])()()()([( 11111 −−−−− Λ+Σ+Λ+Λ′Σ′+Λ+Λ′= IDDIDDIDDtr ． 

由 

])()[( 11 −− Λ+Λ′Σ′ IDDtr  
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])()[( 11 ′Λ+Λ′Σ′= −− IDDtr  

])[( 11 −− ΣΛΛ+= DDItr , 

可得 

)),((
0

YXMSE mc
Aδ  

])()()([( 11111 −−−−− Λ+Σ+ΛΛ+Σ+Λ+Λ′= IDDIDDIDDtr  

Σ+Λ+Λ′= − trIDDtr ])([( 1 . 

这时 

2
21 )()( Σ−′+ΦΦ trtrtr ξξ  

2)(])(][)([ Σ−Σ+Λ′Σ+′= trtrDDtrtrDDtr  

))(()()( DIDtrtrDDtrDDtr Λ+′Σ+Λ′′= , 

)2( 21 Σ−′+Φ+Φ ξξtr  

])([)( DIDtrDDDDtr Λ+′=Λ′+′= , 

故有 

Σ−′+Φ+Φ
Σ−′+ΦΦ

=
trtrtr

trtrtrYXMES lc
a 2

)()()),((
21

2
21

0 ξξ
ξξδ  

              
])([

))(()()(
DIDtr

DIDtrtrDDtrDDtr
Λ+′

Λ+′Σ+Λ′′
=  

              Σ+
Λ+′
Λ′′

= tr
DIDtr
DDtrDDtr
])([
)()(

. 

从而，要证明定理 2.2，只需证明 

])([
)()(])([( 1

DIDtr
DDtrDDtrIDDtr

Λ+′
Λ′′

≤Λ+Λ′ −
． 
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由于 

1111111 ])()([])([( −−−−−−− ′+′Λ=Λ+Λ′ DDDDtrIDDtr , 

和 

11111

11111

])([])([
])([])([

])([
)()(

−−−−−

−−−−−

′Λ+′
′Λ′

=
Λ+′
Λ′′

DDtrDDtr
DDtrDDtr

DIDtr
DDtrDDtr , 

并且 

0)()( 1
2

111 >Σ−′+Φ=′Λ −−−− ξξDD ， 0)()( 1
1

11 >Σ−Φ=′ −−− DD . 

因此由定理 1.2 得 

])([
)()(])([( 1

DIDtr
DDtrDDtrIDDtr

Λ+′
Λ′′

≤Λ+Λ′ −
. 

故定理 2.2 得证。 

 

注释 2.2  在第一章的注释 1.1，我们说明了 ξ 为矩阵

+= IA 2
0 (τ )() 212 ξξτξξσ ′+′+ − II 的特征向量，同时也可以看出 0A

是对称正定的。但在这一章变量相关的情况，对于矩阵

1
2120 ))(( −Σ′−Σ−′+Φ+ΦΣ−′+Φ= ξξξξA ，只有当 01 >Σ−Φ 及

02 >Σ−′+Φ ξξ ，并且 Σ−′+Φ ξξ2 和 Σ′−Σ−′+Φ+Φ ξξ21 是可交换

时， 0A 才是对称正定矩阵。而对于 ξ ，只有当 ξ 是 Σ−Φ1 和

Σ−′+Φ ξξ2 的特征向量时，ξ才能是矩阵 0A 的特征向量。我们希

望在以后的工作中能够在对称正定矩阵中找到使得矩阵加权估计

的风险达到最小的矩阵。同时，该矩阵应具有下面的性质：ξ应为

其特征向量。 
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§2.3  未知参数的估计 

 

同第一章类似，由于ξ， 1Φ ， 2Φ 和Σ的未知性，我们必须对

它们进行估计。 

 令 ),(~ 1

...
Φθp

dii

i NX ， ),(~ 2

...
Φ+ξθp

dii

i NY ， ni ,,2,1= ，并且，

Σ为 iX 和 iY 的协方差矩阵。这时有， 

)]()(1[
1

ii

n

i
ii YXYX

n
E −′−∑

=

Σ−′+Φ+Φ= trtrtr 221 ξξ ， 

∑
=

−
n

i
ii YX

n
E

1
)(1[ =′− ])( ii YX Σ′−Σ−′+Φ+Φ ξξ21 . 

同时，由于 

))]()()()((
1

1[
11

YYXXXXXX
n

E i

n

i
ii

n

i
i −′−−−′−

− ∑∑
==

Σ−Φ= trtr 1 ， 

])))(()()((
1

1[
11
∑∑
==

′−−−′−−
−

n

i
iii

n

i
i YYXXXXXX

n
E Σ−Φ= 1 ． 

因此，我们可以用下面两个估计量来估计 ),(
0

YXmc
Aδ 和 ),(

0
YXlc

aδ . 

),(ˆ YXlcδ ∑
=

=
n

i

lc
i YX

n 1
),(ˆ1 δ  

∑
∑

∑∑
=

=

==

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−
−′−

−′−−−′−
−−=

n

i
ii

ii

n

i
ii

i

n

i
ii

n

i
i

i YX
YXYX

n

YYXXXXXX
nX

n 1

1

11 )(
)()(1

))()()()((
1

1
1
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)(
)()()1(

)()()()(

1

11 YX
YXYXn

YYXXnXXXXn
X

ii

n

i
ii

i

n

i
ii

n

i
i

−
−′−−

−′−−−′−
−=

∑

∑∑

=

== , 

),(ˆ YXmcδ  ∑
=

=
n

i

mc
i YX

n 1
),(ˆ1 δ  

∑ ∑∑
= ==⎩
⎨
⎧ ′−−−′−−

−
−=

n

i
i

n

i
ii

n

i
ii YYXXXXXX

n
X

n 1 11

)])()()()((
1

1[1  

⎭
⎬
⎫

−′−−× −

=
∑ )(])()(1[ 1

1
iiii

n

i
ii YXYXYX

n
 

∑∑∑
===

−−′−−−′−−−=
n

i
iii

n

i
ii

n

i
i YXnYYXXnXXXXnX

111
)()1][()()()()([

)(])( 1 YXYX ii −′−× −
. 

 

我们将在§2.4 利用数值模拟来比较 ),(ˆ YXlcδ 和 ),(ˆ YXmcδ 的

风险之间的关系。 

 

§2.4  风险的数值模拟比较 

 

在这一节中，我们将考虑估计 ),(ˆ YXlcδ 和 ),(ˆ YXmcδ 的风险的

数值模拟的比较。这里为了简便，只考虑向量维数 4=p 的情况，

事先给定 1Φ 、 2Φ 和Σ为 
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⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=Φ

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=Φ

1
1

1
1

, 21

ttt
ttt
ttt
ttt

cttt
tctt
ttct
tttc

s ,

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=Σ

abbb
babb
bbab
bbba

. 

观察 ξξ ′ 、 t 、 a 、 s 、 c 和b 的变化对两种估计的风险的比值

)),(ˆ()),(ˆ( YXMSEYXMSEr lcmc δδ= 的影响。在表格中，有一些画

斜杠没有值得地方，是由于在这些地方的 b 和 t 值使得矩阵

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ΦΣ′
ΣΦ

2

1 是负定矩阵，因此没法计算值。 

 

                             表 2.1             1142.0 ===′= sca ξξ  
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表 2.2               2142.0 ===′= sca ξξ  

 

 

                        表 2.3                  2242.0 ===′= sca ξξ  
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表 2.4                  1242.0 ===′= sca ξξ  

 

 

表 2.5                 2282.0 ===′= sca ξξ  
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表 2.6                 1146.0 ===′= sca ξξ  

 

表 2.7                  1246.0 ===′= sca ξξ  
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表 2.8                 2146.0 ===′= sca ξξ  

 

 

从表 2.1-2.8 的模拟结果可以看出： 

1. 随着 t增大，比值 r 增大，随着b 增大，比值 r 却是在减小的； 

2. 随着 s 增大，比值 r 大多数也是增大的； 

3. 随着 c 增大，对于 t 的较小的值，比值 r 是增大的；而对于 t 的

较大的值，比值 r 是减小的； 

4. 随着 ξξ ′ 的增加，比值 r 是在减小的； 

5. 随着 a的增加，比值 r 呈现出不太规律的变化。 

 

从模拟结果和上面的论述中可知： ξξ ′ 、 t、 a、 s 、 c和b 的

变化会引起 r 很多不同的变化，但 r 始终小于 1，因此我们的方法

还是实用的。 
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§2.5  实例比较 

    

2.5.1  回归模型以及估计量的给出 

 

  在这一节，我们将用 Judge and Mittelhammer(2004)给出回

归模型的实例进一步讨论两种加权估计的风险之间的关系．  

    对于回归模型  

⎩
⎨
⎧ +=

),0(~ 2 IN
Xy

m σε
εβ

 

其中 y 为m 维观测向量， X 为 pm× 阶设计阵，秩为 p ，β 为

p 维参数向量。我们这里要估计 p 维参数向量 β 。这时 β 的最小二

乘估计为 ))(,(~)(ˆ 121 −− ′′′= XXNyXXX σββ ，即 β̂ 为 β 的无偏估

计，且 β̂ 的风险为 12 )()ˆ( −′= XXtrMSE σβ 。 

同时，Judge and Mittelhammer(2004)给出了 β 的有偏估计量，

所谓的 CLS 估计 yXXXdiag ′′= −1)]([~β β̂)(XA= ，这里 =)(XA  

XXXXdiag ′′ −1)]([ ， )( XXdiag ′ 表示 kk × 对角矩阵。 

与上一节类似．可以产生 n 组 β 的估计量 )~,ˆ( ii ββ ，

ni ,2,1= ．这时两种估计量为 
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),~ˆ(
)~ˆ()~ˆ()1(

)~~()ˆˆ()ˆˆ()ˆˆ(
ˆ)~,ˆ(ˆ

1

11 ββ
ββββ

ββββββββ
βββδ −

−′−−

−′−−−′−
−=

∑

∑∑

=

==

ii

n

i
ii

i

n

i
ii

n

i
i

lc

n

nn

)~,ˆ(ˆ ββδ mc ×′−−−′−−−= ∑∑
==

])~~()ˆˆ()ˆˆ()ˆˆ([ˆ
11

βββββββββ i

n

i
ii

n

i
i nn  

           )~ˆ(])~ˆ()~ˆ()1[( 1

1
ββββββ −′−−− −

=
∑ ii

n

i
iin . 

 

2.5.2  数值模拟比较 

 

Judge and Mittelhammer(2004)给出的用于模拟的模型为 

i
j

jii jiXiXy εβεβ +=+⋅= ∑
=

5

1
],[],[ ， mi ,,2,1= . 

模型的矩阵形式为 11551 ×××× += mmm Xy εβ ，其中 5×mX 的第一列全为1，

剩下的四列的每一行均服从 4 维正态分布 ),(4 ΩµN ，这里

)1,1,1,1( ′=µ ，

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=Ω

1
1

1
1

ρρρ
ρρρ
ρρρ
ρρρ

． 1×mε 是 来 自 于 正 态 分 布

),1( 2
1 IN mm σ× ，其中 mm ×× ′= 11 )1,,1,1(1 ．与 Judge and Mittelhammer 

(2004)类似，我们将给定 )3.0,2.0,2.0,1.0,1.0( −−=β 来观察m ， ρ ，

2σ 的 变 化 对 这 两 种 估 计 的 风 险 比 值 =r  

))~,ˆ(ˆ())~,ˆ(ˆ( ββδββδ lcmc MSEMSE 的影响。然后，观察 ββ ′ 的变化对
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风险比值 r 的影响。 

 

表 2.9 

 

 

                 表 2.10          )3.0,2.0,2.0,1.0,1.0(15 −−== βm  
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                  表 2.11          )3.0,2.0,2.0,1.0,1.0(25 −−== βm  

 
                表 2.12          )3.0,2.0,2.0,1.0,1.0(50 −−== βm  
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              表 2.13         )3.0,2.0,2.0,1.0,1.0(100 −−== βm  

 

         表 2.14                    015 == ρm  
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              表 2.15                     75.015 == ρm  

 

               表 2.16                     95.015 == ρm  
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              表 2.17                    99.015 == ρm  

 

从表 2.10-2.17 的模拟结果可以看出： 

1. 当 ρ 和 2σ 增大时，比值 r 先增大而后减小；当m 变大时，比值

r 会逐渐变大。 

2. 当 ββ ′ 增大时，比值 r 先减小而后增大，当 ββ ′ 充分大以后，比

值 r 趋向于 1。但 ρ =0.99 是一个很特殊的点，当 ββ ′ =0 时，比值 r

很接近于 1，而后迅速下降，再缓慢趋向于 1。 

从表中也可以观察到：虽然， ρ 、 2σ 、m 和 ββ ′ 的变化会引

起 r 很多不同的变化，但 r 始终小于 1。因此我们的方法还是实用

的。 
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第三章  矩阵形式的 James-Stein 估计 

 

§3.1  引  言 

 

设 X 表示 p 维正态随机向量， θ=)(XE ， IXX =),cov( ，James 

and Stein(1961) 给出了风险一致小于 X 的风险的估计量

X
XX

pJS )21(ˆ
′
−

−=δ 。同时，也计算了估计量 X
XX

aa )1()(ˆ
′

−=δ 的风

险；指出当 2−= pa 时， )(ˆ aδ = JSδ̂ 的风险达到最小。如果

IXX 2),cov( σ= ，则 JSδ̂ 和 )(ˆ aδ 可分别表示为 X
XX

p ))2(1(
2

′
−

−
σ

 和

X
XX

a )1(
2

′
−

σ
. 

在这一章里，我们根据前两章的思想和形式把估计量 JSδ̂ 推广

到矩阵形式，并讨论了两种估计的风险之间的关系。 

本章安排如下：3.2 节给出矩阵形式的 James-Stein 估计量； 

3.3 节应用数值模拟来比较两种估计的风险之间的关系。 

 

§3.2  研究的动机和矩阵的导出 

 

如果把估计量 X
XX

pJS ))2(1(ˆ
2

′
−

−=
σδ 中的 XX ′ 看作是用来估
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计 2σθθ p+′ 的，那么，类似于前两章的估计量的形式和思想，可

以把 JSδ̂ 形式的看成是
p

pJS )2(1( −
−=δ  X

p
Itr ))(

2

2

σθθ
σ
+′

× 的估计量，

结合前两章的内容，我们可把 JSδ 推广到矩阵的形式，其表达式为

XI
p

pImJS ))()2(( 122 −+′−
−= σθθσδ . 

而对于 X
XX

pp )1()(ˆ
2

′
−=

σδ 也有同样的做法。 )(ˆ pδ 可以形式的

看成是 X
p
Itrp ))(1()( 2

2

σθθ
σδ
+′

−= 的估计量。这时， )( pδ 的矩阵形式

的推广为 XIIpm ))(()( 122 −+′−= σθθσδ ． 

    下面定理 3.1 比较了 mJSδ 的风险 )( mJSMSE δ 和 JSδ 的风险

)( JSMSE δ 之间的关系，证明了 )()( JSmJS MSEMSE δδ ≤ 。为了证明

定理 3.1，首先给出引理 3.1。 
     

引理 3.1 若矩阵 A是对称正定的 p 阶方阵，则有 

21 ptrAtrA ≥⋅ − ． 

 

证明：设 0>iλ ， pi ,,2,1= 表示 A的特征根，则 

∑
=

=
p

i
itrA

1
λ ， ∑

=

−− =
p

i
itrA

1

11 λ  

由 Holder 不等式可得， 
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∑∑
==

− ⋅=⋅
p

i i

p

i
itrAtrA

11

1 1
λ

λ ( ) 2
2

1

2/12/1 p
p

i
ii =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅≥ ∑

=

−λλ . 

引理 3.1 证毕。 

 

定理 3.1 设 X 表示 p 维正态随机向量， θ=)(XE ， ),cov( XX  

I2σ= ，则 

)()( JSmJS MSEMSE δδ ≤ ． 

 

证明： JSδ 与 mJSδ 的风险分别为 

)()()( θδθδδ −′−= JSJSJS EMSE 2

42
2 )4(

σθθ
σσ

p
pp

+′
−

−= , 

)()()( θδθδδ −′−= mJSmJSmJS EMSE  

          12
2

42
2 )()4( −+′

−
−= Itr

p
pp σθθσσ . 

因此只需证明 2
12

2

1)(1
σθθ

σθθ
p

Itr
p +′

≥+′ − .而由引理 3.1 知

不等式成立。因此， )()( JSmJS MSEMSE δδ ≤ . 

定理 3.1 证毕。 

 

注释 3.1  对于 )( pδ 和 )( pmδ ，可以像前两章一样证得 )( pδ 是

使得 XbXb )1()( −=δ 的风险达到最小的解；而 )( pmδ 则是使得

XBIXm
B )()( −=δ 的风险达到最小的解。下面的定理 3.2 给出了相
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应的证明。 

 

定理 3.2  设 X 为 p 维正态随机向量， θ=)(XE ， ),cov( XX  

I2σ= ．则 X
p

pp )1()( 2

2

σθθ
σδ
+′

−= 是使得 )(Xbδ Xb)1( −= 的风险

))(( XMSE bδ 达到最小的解。同时， XpIpm ))(()( 122 −+′−= σθθσδ

是使得 XBIXm
B )()( −=δ 的风险 ))(( XMSE m

Bδ 达到最小的解。 

 

证明： 

)()())(( bXXbXXEXMSE b −−′−−= θθδ  

        )(2 2222 θθσσσ ′++−= pbbpp  

       
θθσ
θθσ

θθσ
σθθσ

′+
′

+
′+

−′+= 2

2
2

2

2
2 ))((

p
p

p
pbp ， 

因此当
θθσ

σ
′+

= 2

2

p
pb 时， )()( pXb δδ = 的风险达到最小，这时

))(( pMSE δ  
θθσ
θθσ
′+
′

= 2

2

p
p

. 

     而对于 XBIXB )()( −=δ ， 

)()())(( BXXBXXEXMSE B −−′−−= θθδ  

          )()()]([ 2222 BtrBtrIBBtrp σσθθσσ −′−′+′+=  

−′′+−′++= − BIBItrp [])()[{( 21222 σθθσθθσσ  

])[(])( 212212 θθσθθσσθθσ ′′++′+ −− ItrI ， 
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因此，当 212 )( σθθσ −′+= IB 时， )()( pX m
B δδ = 的风险达到最小，

这时 ])[())(( 212 θθσθθσδ ′′+= −
p

m ItrpMSE ． 

定理 3.2 证毕 

 

注释 3.2 类似于定理 3.1 可以证明 

))(())(( pMSEpMSE m δδ ≤ ． 

 

注释 3.3 对于 p 维正态随机向量的各分量可能相关的情况，

即 θ=)(XE ， Φ=),cov( XX ．也有类似于定理 3.2 结论。这时，

对于 )(Xbδ Xb)1( −= ，使其风险 ))(( XMSE bδ 达到最小的解为 δ  

X
tr

tr )1(
θθ ′+Φ

Φ
−= ，风险为

θθ
θθδ

′+Φ
Φ⋅′

=
tr

trMSE )( ．而对于 )(XBδ  

XBI )( −= ，使其风险 ))(( XMSE Bδ 达到最小的解为 Φ−= p
m I(δ  

X))( 1−′+Φ× θθ ，其风险为 ])[()( 1 θθθθδ ′Φ′+Φ= −trMSE m
。 

 

同前两章类似，由θ的未知性，也需要对 mJSδ 和 JSδ 进行估计。 

令 ),,(~ 2
...

INX p

dii

i σθ ni ,2,1= ，由 2

1
)1( σθθ pXX

n
E

n

i
+′=′∑

=

，

及 IXX
n

E
n

i

2

1
)1( σθθ +′=′∑

=

，类似于前两章，可以用下面的两个估

计量来估计 JSδ 和
mJSδ ：  
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X
XX

n

p
n

i
ii

JS )
1

)2(1(~

1

2

∑
=

′

−
−=

σδ ， XXX
np

pI i

n

i
i

mJS ))1(2(~ 1

1

2 −

=

′−
−= ∑σδ ．  

 

§3.3  风险的数值模拟比较 

 
在这一节中，我们将考虑两个估计的风险的数值模拟比较，观

察 2σ ， θθ ′ 和 p 的 变 化 对 这 两 个 估 计 的 风 险 比 值

)~()~( JSmJS MSEMSEr δδ= 的影响。 

表 3.1                          4=p  
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表 3.2                         8=p  

   
由模拟结果可以看出： 

1. 这里出现了和第一章相类似的现象：当 θθ ′ 很小，即使 2σ 很

小，结果也不是很好，即 1>r 。但是不论 2σ 多大，当 θθ ′ 增大， r

都会逐渐变小而后变大，并且一定会小于 1。同时，当 θθ ′ 充分大

以后，不论 2σ 多大， r 都会趋向于 1.  

2. 当 p 增加时，比值 r 呈现了不太规律的变化。但当 θθ ′ 充分

大之后， r 还是会趋向于 1。 

这时我们可以得到同第一章类似结论：实际问题中 2σ 和 2τ 都

不是很大，因此，当 1≥′θθ 以后，我们的方法还是较为实用的。同

时，我们将在以后的工作中修正估计量中的不足之处。 
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第四章  对 Stein 估计的进一步研究 

 

§4.1  引  言 

 

设 X 为 p 维正态随机向量， θ=)(XE ， IXX =),cov( ，

Stein(1956)得出了令统计学者非常惊讶的结果， 3≥p 时，X 不再

是可容许的了。当 a 充分小， b 充分大时，估计量 −= 1(),(ˆ baSδ    

X
XXb

a )
′+

虽然是有偏的，但它的风险要小于 X 的风险。随后，

James and Stein(1961)给出了完全控制估计量 X 的 James-Stein 

估计 X
XX

pJS )21(ˆ
′
−

−=δ ，同时，讨论了 X
XX

aa )1()(ˆ
′

−=δ 的风险。

在这一章里我们将讨论 ),(ˆ baSδ 和 )(ˆ aδ 之间的关系。 

 

§4.2  ),(ˆ baSδ 和 )(ˆ aδ 关系的讨论 

 

对于上面两个估计，若 IXX 2),cov( σ= ，则两个估计量可写为

X
XXb

abaS )1(),(ˆ
2

′+
−=

σδ 和 X
XX

aa )1()(ˆ
2

′
−=

σδ 。Stein(1956)证明了

当 a 充分小，b 充分大时， ),(ˆ baSδ 的风险要小于 X 的风险。对于

James-Stein 估计 X
XX

pJS ))2(1(ˆ
2

′
−

−=
σδ 的风险要小于 X 的风险，
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James and Stein(1961)给出了精确的证明。随后，Stein(1981)，

Brandwein and Strawderman(1990)给出了比较简单的证明，使得

计算 James-Stein 型估计的风险时更为简单，并且证明了 3≥p ，

)2(20 −<< pa 时， X
XX

aa )1()(ˆ
2

′
−=

σδ 的风险一致的小于 X 的风

险；当 2−= pa 时，其风险达到最小。下面的定理 4.1 用与

Brandwein 和 Strawderman(1990)类似的方法的给出 ),(ˆ baSδ 的风

险小于 X 的风险的一个新的证明，证明了当 )2(20 −<< pa ，

3≥p ，且 0≥b 时， X
XXb

abaS )1(),(ˆ
2

′+
−=

σδ 的风险要小于 X 的风

险。首先给出 Brandwein 和 Strawderman(1990)得到的引理。 

 

引理 4.1 令 )1,(~ θNY ，则 

)())(,()])(([ YhEYhYCovYYhE ′==−θ  

这里， )(yh′ 存在，且 0])(
2
1exp[)(lim 2 =−−

±∞→
θyyh

y
，同时所有的积

分都是有限的。 

     

注释 4.1 事实上若 ),(~ 2σθNY ，可以证明(成平等(1985))， 

)()])(([ 2 YhEYYhE ′=− σθ . 

 

定理 4.1 设 X 为 p 维正态随机向量， θ=)(XE ， ),cov( XX  

I2σ= ，则当 )2(20 −<< pa ， 3≥p ， 0≥b 时， ),(ˆ baSδ 的风险小
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于 X 的风险。这时， ),(ˆ baSδ 的风险 )),(ˆ( baMSE Sδ 为 

2
42422

)(
1)4(1))2(2(

XXb
Eaab

XXb
Epaap

′+
+−

′+
−−+ σσσ . 

 

证明： 

)),(ˆ()),(ˆ()),(ˆ( θδθδδ −′−= babaEbaMSE SSS  

   
XXb

XXEa
XXb

XXEap
′+
−′

−
′+
′

+=
)(2

)(
2

2
422 θσσσ ， 

用与 Brandwein and Strawderman(1990)类似的证明方法，可知 

∑
∑

∑
∑ =

=
=

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

+
=

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

+

−
=

′+
−′ p

i
p

j j

i

i

p

i
p

j j

iii

Xb
X

dx
dE

Xb
XX

E
XXb

XXE
1

1
2

2

1
1

2

)()( σ
θθ

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′+

′−′+
=

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

+

−+
= ∑

∑
∑

=
=

=
2

2

1
2

1
2

2
1

2
2

)(
2)(

)(

2

XXb
XXXXbpE

Xb

XXb
E

p

i
p

j j

i
p

j j
σσ

            ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′+

+
′+

−
= 2

2

)(
2

)(
2

XXb
b

XXb
pEσ ， 

则 

)),(ˆ( baMSE Sδ  

XXb
Epa

XXb
Eba

XXb
Eap

′+
−−

′+
−

′+
+=

1)2(2
)(

11 4
2

42422 σσσσ

  2
4

)(
14

XXb
Eab

′+
− σ  

2
42422

)(
1)4(1))2(2(

XXb
Eaab

XXb
Epaap

′+
+−

′+
−−+= σσσ . 
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因此，当 )2(20 −<< pa ， 3≥p ， 0≥b 时， ),(ˆ baSδ 的风险小于 X

的风险。 

定理 4.1 证毕。 

 

下面，我们将简单讨论 ),(ˆ baSδ 和 )(ˆ aδ 的之间的关系： 

Casella 和 Hwang(1982)证明了，当 ),(~ 2 INX σθ ，且 3≥p

时，有 ≥
′+−

≥
′ θθσ 2)2(

11
pXX

E
θθσ ′+2

1
p

。因此，对于 =)(ˆ aδ  

X
XX

a )1(
2

′
−

σ
， XX ′ 作为 θθσ ′+2p 估计时，虽然 XX ′ 是 θθσ ′+2p 的

无偏估计，但
XX ′

1
却是

θθσ ′+2

1
p

的有偏估计，且
XX

E
′

1
与

θθσ ′+2

1
p

有一段距离。而对于 X
XXb

abaS )1(),(ˆ
2

′+
−=

σδ ，虽然

XXb ′+ 是 θθσ ′+2p 的有偏估计，但我们最想估计的是
θθσ ′+2

1
p

。

对于 0>b 时，
XX

E
′

1
和

bXX
E

+′
1

的关系为
XX

E
bXX

E
′

≤
+′

11
，因

此，
bXX

E
+′

1
比

XX
E

′
1

更靠近
θθσ ′+2

1
p

。从而有理由认为使用

),(ˆ baSδ 要比使用 )(ˆ aδ 更好。 

我们力图从理论上证明存在这样的 a和b ，使得 ),(ˆ baSδ 的风险

小于 )(ˆ aδ 。但我们还没有找到太好的办法证明。我们将在§4.3 通

过模拟讨论两者之间的关系。 



吉林大学博士学位论文                 第四章      对 Stein 估计的进一步研究     

 51  

 

§4.3  数值模拟比较 

 

    在这一节中，首先我们对 4=p 和8， 2−= pa ， 12 =σ 的情形，

给出了的 )),(ˆ( baMSE Sδ 的图形，  

 
图 4.1                4=p       

 
图  4.2                8=p  
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      注意到， 0=b 时， )),(ˆ( baMSE Sδ = )(ˆ aMSEδ ，因此，由图 4.1

和图 4.2 可以看出存在 a和b ，使得 

))(ˆ()),(ˆ( aMSEbaMSE S δδ ≤ . 

下面我们将观察 2σ ， p ，θ，a，b 的变化对两种估计的风险

比值 ))(ˆ()),(ˆ( aMSEbaMSEr S δδ= 的影响。表 4.1 给出了 p 、 θθ ′ 、

2σ 、 a  和b 的不同取值。 

                         表 4.1 

 

 

表 4.2         424 ==′= pa θθ  
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表 4.3             644 ==′= pa θθ  

 
表 4.4              886 ==′= pa θθ  

 

由模拟结果可以看出： 

1. 2σ 增大时，比值 r 先增大，而后减小，然后再增加； 

2. p 、 θθ ′ 增大时，比值 r 增大; 

3. 存在 a和b 使得 1<r . 

通过上面的模拟结果和论述可知，存在 a和b 使得 ),(ˆ baSδ 优于

)(ˆ aδ 的，在以后的工作中我们希望从理论上证明这一结论。
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结论与下一步的研究问题 
 

    Stein(1956)结论引起了统计界的轰动，掀起了研究可容许估

计的热潮。同时，James-Stein 估计的提出也引起了统计学家的浓

厚兴趣，对 James-Stein 估计的修正，改进以及应用方面的工作从

来没有停止过。因此，对 James-Stein 估计及其相关的问题的研究

具有很强的应用背景和实际意义。 

本文将 Green and Strawderman(1991) 以及 Judge and 

Mittelhammer(2004)提出的加权组合估计量推广到了更一般的矩

阵加权形式。给出了使得矩阵加权估计量的风险达到最小的矩阵，

并讨论了两种估计量的风险之间的关系。论述了矩阵加权估计的优

良性及其实用范围。 

同时，运用类似的思想和形式给出了矩阵型的 James-Stein 估

计量，并讨论了它与 James-Stein 估计的风险之间的关系以及矩阵

型的 James-Stein 估计量的优良性。 

最后，我们讨论了 Stein(1956)提出的估计量(Stein 估计)与

James-Stein 估计的关系。给出了 Stein 估计优于通常估计量的条

件，并初步讨论了 Stein 估计的风险与 James-Stein 估计的风险之

间的关系。 

    

下一步的研究问题： 

      1. 在第四章我们只是从图表中看出存在 a 和 b ，使得

))(ˆ()),(ˆ( aMSEbaMSE S δδ ≤ 。下一步工作目标之一是从理论上证明
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存在区间H ，当 Ha∈ 时，存在b 使得 ))(ˆ()),(ˆ( aMSEbaMSE S δδ ≤ .

并进一步讨论方差对风险的影响。 

    2. 第一章和第三章的模拟结果表明矩阵加权估计量在某些情

形效果并不是很好，因此，我们将在后续的工作中进一步完善。 

3. 下一步工作的另一个目标是能够在对称正定矩阵中找到使

得矩阵加权估计的风险达到最小的矩阵。同时，该矩阵应具有下面

的性质：ξ应为其特征向量。 
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矩阵加权估计及 James-Stein 

估计的再研究 

 
姓    名：赵 世 舜 

专    业：概率论与数理统计 

指导教师：史 宁 中   教授 
 

 

中文摘要 
 

正态均值用其样本均值去估计有很好的性质，但当把这样的估

计推广到 p 元正态分布场合时，Stein(1956)给出了令统计界震惊

的结果：设 X 表示 p 维正态随机向量， θ=)(XE ， IXX =),cov( 。

则当 3≥p 时，X 不再是可容许的了。在平方损失下，当 a充分小，

b 充分大时，估计量 X
XXb

a )1(
′+

− 虽然是有偏的，但它的风险要

小于 X 的风险。随后，James and Stein(1961)给出了完全控制估

计量 X 的 James-Stein 估计， X
XX

pJS )21(ˆ
′
−

−=δ ，并讨论了估计

X
XX

aa )1()(ˆ
′

−=δ ；指出当 2−= pa 时， )(ˆ aδ = JSδ̂ 的风险达到最

小。 

自 Stein(1956)的结果得出后，各国统计学家讨论了大量的可

容许性的问题。而 James-Stein 估计也引起了许多统计学家的兴



吉林大学博士学位论文                 矩阵加权估计及 James-Stein 估计的再研究     

2 

趣，对 James-Stein 估计进行了很多的讨论、修正与改进，也将

James-Stein 估计应用于了很多领域。 

在众多关于 James-Stein 估计的改进和应用的工作中，令我们

非常感兴趣的是 Green and Strawderman (1991)利用 Stein 估计

的思想和形式给出了新的加权组合估计量的方法。与以前的方法不

同的是这里的辅助变量是可能有偏的。该文章中，作者讨论了正态

分布下，这种新的的组合估计量的优良性。Judge and Mittelhammer 

(2004) 将 Green and  Strawderman(1991) 的工作推广到加权估

计中变量之间相关的情形，作者通过数值模拟的方法讨论了加权估

计的优良性。本文的很多工作也是在这两篇文章的基础上展开的。 

本文主要是将上述两篇文章结果推广到了更一般的矩阵加权

形式，讨论了矩阵加权估计和原来的组合估计的风险之间的关系。

在此基础上，我们又把 James-Stein 估计推广到矩阵形式的估计，

也比较了它与 James-Stein 估计风险之间的关系。最后，我们初步

的讨论了Stein(1956)提出的估计与James-Stein估计之间的关系。

本文共分四章：第一章讨论独立情况下矩阵加权组合估计量。第二

章讨论相关情况下矩阵加权组合估计量，第三章讨论矩阵型的

James-Stein 估计，第四章是对 Stein 给出的估计的进一步讨论。 

 
（一）独立情况的矩阵加权组合估计量 
 

设 p 维随机向量 ),(~ 2 INX p σθ ， ),(~ 2INY p τξθ + ，并且 X 与

Y 独立，其中 2σ ， 2τ 已知，θ，ξ未知。Green and Strawderman(1991)

给出了使得 YaaXYXlc
a )1(),( −+=δ 的风险达到最小的 0a 为
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ξξστ
ξξτ

′++
′+

22

2

pp
p

， 这 时 ， ×
′++

−=
ξξστ

σδ 22

2

),(
0 pp

pXYXlc
a  

)( YX − ，它的风险为
ξξστ

σξξτδ
′++

′+
= 22

22 )()),((
0 pp

ppYXMSE lc
a . 

如果把 ),( YXlc
aδ 写成 IYaaIX )1( −+ ，则 ),( YXlc

aδ 成为了一个

矩阵加权组合估计量。对于矩阵加权组合估计量，我们有下面的主

要定理和推论：  

 

定理 1.1 设 p 维随机向量 ),(~ 2 INX p σθ ， ),(~ 2INY p τξθ + ，

并且 X 与Y 独立，其中 2σ ， 2τ 已知，θ ，ξ 未知。则使得矩阵加

权组合估计 YAIAXYXmc
A )(),( −+=δ 的风险达到最小的矩阵 0A 为

)()( 2122 ξξτξξστ ′+′++ − III , 这时， ),(
0

YXmc
Aδ 的风险为 

)))((()),(( 12222
0

−′++′+= ξξστξξτσδ IIItrYXMSE mc
A . 

 

定理 1.2 设 p 阶对称方阵 0>A ， 0>B ，则 

1
11

11

)( −
−−

−−

+≥
+
⋅ BAtr

trBtrA
trBtrA

. 

 

推论 1.1   

1. 当 1=p 时， )),((
0

YXMSE mc
Aδ = )),((

0
YXMSE lc

aδ ； 

2. 当 2≥p 时, ≤)),((
0

YXMSE mc
Aδ )),((

0
YXMSE lc

aδ . 
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    同时，我们还讨论了ξ与矩阵 0A 的关系，指出
ξξστ

ξξτ
′++

′+
22

2

和

ξ分别为矩阵 0A 的特征根和特征向量。 

又由于ξ未知性，我们给出了相应的估计量： 

),(ˆ YXlcδ )(
)()(1

1

2

YX
YXYX

n

pX
ii

n

i
ii

−
−′−

−=

∑
=

σ
, 

),(ˆ YXmcδ )(]))((1[ 1

1

2 YXYXYX
n

X
n

i
iiii −′−−−= −

=
∑σ . 

并利用数值模拟比较了 ),(ˆ YXlcδ 和 ),(ˆ YXmcδ 的风险之间的关

系。讨论了各种参数的变化对两种估计的风险比值的影响，给出了

我们方法的实用范围。 

 

（二）相关情况的矩阵加权组合估计量 

 

设 X ，Y 分别为 p 维正态随机向量，且 ,)(,)( ξθθ +== YEXE   

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ΦΣ′
ΣΦ

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

2

1cov
Y
X

，其中 1Φ 为 X 的协方差矩阵， 2Φ 为Y 的协方

差矩阵，Σ为 X 与Y 协方差矩阵，其中 1Φ ， 2Φ ，Σ，θ 和ξ 是未

知的。Judge and Mittelhammer(2004)给出使得 += aXYXlc
a ),(δ  

Ya)1( − 的风险达到最小的 0a 为
)2( 21

2

Σ−′+Φ+Φ
Σ−′+Φ

ξξ
ξξ

tr
trtr

，这时 



吉林大学博士学位论文                 矩阵加权估计及 James-Stein 估计的再研究     

5 

)(
)2(

),(
21

1
0

YX
tr

trtrXYXlc
a −

Σ−′+Φ+Φ
Σ−Φ

−=
ξξ

δ , 

它的风险为 

Σ−′+Φ+Φ
Σ−′+ΦΦ

=
trtrtr

trtrtrYXMSE lc
a 2

)()()),((
21

2
21

0 ξξ
ξξ

δ . 

我们同样将其推广到矩阵形式，有下面的定理： 

 

定理 2.1 设 ),,(~ 1ΦθpNX ),,(~ 2Φ+ξθpNY ),cov( YX Σ= ，

则当 Σ′−Σ−′+Φ+Φ= ξξ21B 为正定矩阵 )0( >B 时，使得矩阵加

权组合估计 YAIAXYXmc
A )(),( −+=δ 的风险达到最小的矩阵 A 为

1
2120 ))(( −Σ′−Σ−′+Φ+ΦΣ′−′+Φ= ξξξξA ，这时 ),(

0
YXmc

Aδ 的风险

为  +Φ+ΦΣΣ′−Σ′′+Φ+′+ΦΣ′−′+ΦΦ 212221 ]()()()(([ ξξξξξξtr  

)) 1−Σ′−Σ−′ξξ . 

 

定理 2.2  若 Σ=Σ′ ， 01 >Σ−Φ 及 02 >Σ−′+Φ ξξ 成立，则 

)),(()),((
00

YXMSEYXMSE lc
a

mc
A δδ ≤ . 

 

    同第一章类似，我们讨论了ξ与 0A 的关系，并给出了ξ是矩阵

0A 的特征向量的条件。 

    由于ξ， 1Φ ， 2Φ 和Σ未知性，我们给出了相应的估计量： 

),(ˆ YXlcδ
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)(
)()()1(

)()()()(

1

11 YX
YXYXn

YYXXnXXXXn
X

ii

n

i
ii

i

n

i
ii

n

i
i

−
−′−−

−′−−−′−
−=

∑

∑∑

=

== , 

),(ˆ YXmcδ  

∑∑∑
===

−−′−−−′−−−=
n

i
iii

n

i
ii

n

i
i YXnYYXXnXXXXnX

111

)()1][()()()()([

)(])( 1 YXYX ii −′−× −
. 

同时，用数值模拟和实例比较了两者风险之间的关系，同样讨

论了各种参数的变化对两者风险比值的影响，以及我们方法的实用

性。 

 

（三）矩阵形式的 James-Stein 估计 

 

根据前两部分的思想和形式，我们将 James-Stein 估计推广到

矩阵形式，得到了如下定理： 

 

定理 3.1 设 X 表示 p 维正态随机向量， θ=)(XE ， ),cov( XX  

I2σ= ，则 

)()( JSmJS MSEMSE δδ ≤ ． 

 

定理 3.2 X 为 p 维正态随机向量， θ=)(XE ， ),cov( XX  

I2σ= ．则 X
p

pp )1()( 2

2

σθθ
σδ
+′

−= 是使得 )(Xbδ Xb)1( −= 的风险
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))(( XMSE bδ 达到最小的解。同时， XpIpm ))(()( 122 −+′−= σθθσδ

是使得 XBIXm
B )()( −=δ 的风险 ))(( XMSE m

Bδ 达到最小的解。 

同时，由于θ是未知的，我们给出了相应的估计量： 

X
XX

n

p
n

i
ii

JS )
1

)2(1(~

1

2

∑
=

′

−
−=

σδ ， 

XXX
np

pI i

n

i
i

mJS ))1(2(~ 1

1

2 −

=

′−
−= ∑σδ ． 

并给出了二者风险之间的数值模拟比较结果，以及我们方法的实用

范围。 

 

（四）对 Stein 估计的进一步研究 

 

这 部 分 我 们 主 要 比 较 了 X
XXb

abaS )1(),(ˆ
2

′+
−=

σδ 和

X
XX

aa )1()(ˆ
2

′
−=

σδ 之间的关系，导出了 X
XXb

abaS )1(),(ˆ
2

′+
−=

σδ 的

风险，得到了下面的定理： 

 

定理 4.1 X 为 p 维正态随机向量， θ=)(XE ， ),cov( XX  

I2σ= ，则当 )2(20 −<< pa ， 3≥p ， 0≥b 时， ),(ˆ baSδ 的风险小

于 X 的风险。这时， ),(ˆ baSδ 的风险 )),(ˆ( baMSE Sδ 为 
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2
42422

)(
1)4(1))2(2(

XXb
Eaab

XXb
Epaap

′+
+−

′+
−−+ σσσ . 

  同时，我们用数值模拟比较了 ),(ˆ baSδ 和 )(ˆ aδ 风险之间的关系,

说明存在 a和b ，使得 ))(ˆ()),(ˆ( aMSEbaMSE S δδ ≤ 。 
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Matrix-Weighted Combined Estimator and 

Further Study of James-Stein Estimator 

 

 
Author：Shi-Shun Zhao  

     Major：Probability Theory and Mathematical Statistics  

   Thesis Advisor：Professor  Ning-Zhong Shi  
 

 

Abstract 
 

    There are many good properties when normal mean is 

estimated by the corresponding sample mean. But when it is 

extended to the p-variate normal distribution, what 

Stein(1956) proved made many statisticians surprised: 

Let X be a p-variate normal random vector, θ=)(XE ，

IXX =),cov( .When 3≥p , X is inadmissible as an estimator 

of θ．Under square loss function, the  risk of estimator of 

the form X
Xb

a )
)(

1( 2+
−  is less than that of X  for a  

sufficiently small and b  sufficiently large. James and 
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Stein (1961) gave the James–Stein estimator =JSδ  

X
XX

p )21(
′
−

− , which dominates X. They also discussed estimator 

X
XX

aa )1()(ˆ
′

−=δ and indicated that the risk of )(ˆ aδ = JSδ  is 

minimum when 2−= pa . 

Since the result of Stein(1956), statisticians from all 

over the world discussed a great number of problems of 

admissibility. Later, many statisticians put their focuses 

on James-Stein estimator as well. From then on, James-Stein 

estimator has been extensively studied, modified, improved, 

and also applied in many fields. 

Among the works of improvement and application, we are 

attracted by Green and Strawderman (1991). Inspired by the 

idea and form of Stein(1956), Green and Strawderman (1991) 

present a new method of combining estimators which differs 

from the others. The difference is that the auxiliary variate 

is possibly biased. In their work, Green and Strawderman 

(1991) showed a better property of the combined estimator. 

Subsequently, Judge and Mittelhammer (2004) extended the 

result of Green and  Strawderman(1991)to the situation that 

variate is dependent. Judge and Mittelhammer(2004) also 

presented a better property of estimator by means of 

numerical simulation. The main work of our thesis are 

developed based on the two works. 

In this thesis, we mainly extend the above two results 
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to matrix-weighted combined estimator and discuss the 

relationship between the risk of matrix-weighted combined 

estimator and that of the above two estimators. Based on this, 

we also generalize James-Stein estimator to the estimator of 

matrix form and compare the relationship between the risk of 

James-Stein estimator and ours. In the end, we discuss the 

relationship between the estimator of Stein(1956) and James- 

Stein estimator. Our thesis is divided into four chapters: 

the first chapter discusses the matrix-weighted combined 

estimator in the independent situation; the second chapter 

discusses the matrix-weighted combined estimator in the 

dependent situation; the third chapter presents James-Stein 

estimator of matrix form; and the fourth chapter shows the 

further study of Stein estimator. 

 

1.  Matrix-weighted combined estimator in independent 

situation 

 

Let X and Y be independent in −p variate random vectors, 

and ),(~ 2 INX p σθ , ),(~ 2INY p τξθ + ，where 2σ  and 2τ  are 

known, but θ  and ξ  are unknown. Green and Strawderman(1991) 

gave 
ξξστ

ξξτ
′++

′+
= 22

2

0 pp
pa which makes the minimum risk of 
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YaaXYXlc
a )1(),( −+=δ , and then   

)(
)(

),( 22

2

0
YX

pp
pXYXlc

a −
′++

−=
ξξστ

σδ ,  

the risk of ),(
0

YXlc
aδ  is 

ξξστ
σξξτδ
′++

′+
= 22

22 )()),((
0 pp

ppYXMSE lc
a . 

If we write ),( YXlc
aδ  as IYaaIX )1( −+ ，then ),( YXlc

aδ  

becomes an matrix-weighted combined estimator. For the 

combined estimator of matrix-weighted form, we present the 

following theorems and corollary.  

 

Theorem 1.1 let p -variate random vectors ~X ),( 2 IN p σθ , 

),(~ 2INY p τξθ + ，X and Y be independent，where 2σ and 2τ are 

known，θ  and ξ  are unknown. Then, the matrix   which make 

the risk of matrix-weighted combined estimator =),( YXmc
Aδ  

+AX YAI )( −  become minimum, is  

)()( 2122
0 ξξτξξστ ′+′++= − IIIA , 

and the risk of ),(
0

YXmc
Aδ  is 

)))((()),(( 12222
0

−′++′+= ξξστξξτσδ IIItrYXMSE mc
A  

 

Theorem 1.2  Let the pth order symmetric 0>A  and 

0>B ，then, 
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1
11

11

)( −
−−

−−

+≥
+
⋅ BAtr

trBtrA
trBtrA

. 

 

Corollary 1.1   

1. If 1=p ，then )),((
0

YXMSE lc
aδ = )),((

0
YXMSE mc

Aδ ; 

2. If 2≥p , then )),((
0

YXMSE lc
aδ )),((

0
YXMSE mc

Aδ≥ . 

    

 We discuss the relationship between ξ and 0A , and indicate 

ξξστ
ξξτ
′++

′+
22

2

and ξ  as characteristic root and characteristic 

vector of Matrix 0A , respectively.  

Since ξ  is unknown, we provide the relevant estimators 

of ),(
0

YXlc
aδ  and  ),(

0
YXmc

Aδ  : 

),(ˆ YXlcδ )(
)()(1

1

2

YX
YXYX

n

pX
ii

n

i
ii

−
−′−

−=

∑
=

σ
, 

),(ˆ YXmcδ )(]))((1[ 1

1

2 YXYXYX
n

X
n

i
iiii −′−−−= −

=
∑σ . 

We compare the relationships between the risks of 

),(ˆ YXlcδ  and ),(ˆ YXmcδ  by means of numerical simulation and 

discuss the effects of parameter variations on the ratio of 

the two risks; finally we propose the practical range of our 

method.  
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2.  Matrix-weighted combined estimator in dependent 

situation 

 

Let X , Y be two −p variate normal random vectors, and 

θ=)(XE , ,)( ξθ +=YE  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ΦΣ′
ΣΦ

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

2

1cov
Y
X

, where 1Φ is co- 

variance matrix of X ， 2Φ is  covariance matrix of Y , Σ  is 

covariance matrix of X  and Y , where 1Φ , 2Φ , Σ ,θ  andξ  

are unknown. Following Judge and Mittelhammer(2004), noting 

that when 
)2( 21

2
0 Σ−′+Φ+Φ

Σ−′+Φ
==

ξξ
ξξ

tr
trtraa ,the risk of =),( YXlc

aδ  

+aX Ya)1( −  becomes minimum. Then  

)(
)2(

),(
21

1
0

YX
tr

trtrXYXlc
a −

Σ−′+Φ+Φ
Σ−Φ

−=
ξξ

δ , 

the risk is  

Σ−′+Φ+Φ
Σ−′+ΦΦ

=
trtrtr

trtrtrYXMSE lc
a 2

)()()),((
21

2
21

0 ξξ
ξξ

δ . 

Similarly, we extend this to matrix form and obtain the 

following theorems. 

 

Theorems 2.1 Suppose that ),,(~ 1ΦθpNX ),,(~ 2Φ+ξθpNY  
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),cov( YX Σ= , when Σ′−Σ−′+Φ+Φ= ξξ21B  is positively 

definite matrix, the  matrix, which makes the risk of the 

matrix-weighted combined estimator YAIAXYXmc
A )(),( −+=δ  

reach minimum, is 

  1
2120 ))(( −Σ′−Σ−′+Φ+ΦΣ′−′+Φ= ξξξξA .  

The risk of ),(
0

YXmc
Aδ is  

+Φ+ΦΣΣ′−Σ′′+Φ+′+ΦΣ′−′+ΦΦ 212221 ]()()()(([ ξξξξξξtr  

)) 1−Σ′−Σ−′ξξ . 

 

Theorem 2.2  let Σ=Σ′ ， 01 >Σ−Φ  and −′+Φ ξξ2 0>Σ ，

then  

)),(()),((
00

YXMSEYXMSE lc
a

mc
A δδ ≤ . 

 

Similar to that in Chapter 1, we investigate the 

relationships between ξ  and matrix 0A  and propose a 

condition for ξ  being characteristic vector of 0A . 

Since ξ ， 1Φ ， 2Φ  and Σ  are unknown, the relevant 

estimators of  ),(
0

YXlc
aδ  and ),(

0
YXmc

Aδ  are presented as : 

),(
)()()1(

)()()()(
),(ˆ

1

11 YX
YXYXn

YYXXnXXXXn
XYX

ii

n

i
ii

i

n

i
ii

n

i
i

lc −
−′−−

−′−−−′−
−=

∑

∑∑

=

==δ
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),(ˆ YXmcδ  

∑∑∑
===

−−′−−−′−−−=
n

i
iii

n

i
ii

n

i
i YXnYYXXnXXXXnX

111

)()1][()()()()([

)(])( 1 YXYX ii −′−× − . 

We compare the relationships between the above two risks 

of ),(ˆ YXlcδ  and ),(ˆ YXmcδ  by means of numerical simulation, 

and we also discuss the effects of parameter variations on 

the ratio of the two risks and practicality of our method. 

 

3. James-Stein estimator of Matrix form  

 

In this chapter, we also extend James-Stein estimator to 

matrix form and obtain the following two theorems, 

 

Theorem 3.1 Let X be −p variate normal random vector 

θ=)(XE ， ),cov( XX I2σ= ，then 

)()( JSmJS MSEMSE δδ ≤ . 

 

Theorem 3.2 Let X be −p variate normal random vector 

θ=)(XE ， ),cov( XX I2σ= ， then X
p

pp )1()( 2

2

σθθ
σδ
+′

−=  

minimizes the risk ))(( XMSE bδ of )(Xbδ Xb)1( −= . Meanwhile，
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XpIpm ))(()( 122 −+′−= σθθσδ minimizes the risk ))(( XMSE m
Bδ   

of XBIXm
B )()( −=δ . 

Since θ  is unknown, we obtain the relevant estimators 

of JSδ  and mJSδ  : 

      X
XX

n

p
n

i
ii

JS )
1

)2(1(~

1

2

∑
=

′

−
−=

σδ ， 

      XXX
np

pI i

n

i
i

mJS ))1(2(~ 1

1

2 −

=

′−
−= ∑σδ ． 

Furthermore, we compare the risks between them by virtue 

of numerical simulation and obtain the practical range of our 

method. 

 

4. Further studies on Stein estimator 

This part we primarily compare X
XXb

abaS )1(),(ˆ
2

′+
−=

σδ  

with X
XX

aa )1()(ˆ
′

−=δ , lead to the risk of −= 1(),(ˆ baSδ  

X
XXb

a )
2

′+
σ

，and obtain the following theorem： 

 

Theorem 4.1  Let X be −p variate normal random vector 

θ=)(XE ， ),cov( XX I2σ= . When )2(20 −<< pa ， 3≥p ， 0≥b ，

the risk of ),(ˆ baSδ  is less than that of X . The risk 
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)),(ˆ( baMSE Sδ  of ),(ˆ baSδ  is 

2
42422

)(
1)4(1))2(2(

XXb
Eaab

XXb
Epaap

′+
+−

′+
−−+ σσσ . 

Finally, by means of numerical simulation, we compare the   

relationships of the risks of ),(ˆ baSδ and )(ˆ aδ and indicate the 

existence of a and b which makes ))(ˆ()),(ˆ( aMSEbaMSE S δδ ≤ .  
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